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1 Espaces métriques, espaces topologiques

On va présenter dans ce chapitre les notions de bases de topologie : il s’agit de parler de limite et continuité
sur des espaces plus généraux que R".

1.1 Espaces métriques

La premiére idée pour définir limite et continuité sur un ensemble X est de mesurer 1’écart entre deux points
de X. On introduit donc la notion de distance.

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application
dZ X xX — R+

vérifiant pour tout (x,y,2) € X3 :

(i) d(z,y) =0 =z =y;

(i) d(y, z) = d(x,y); (symétrie)

(iii) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2). (inégalité triangulaire)

Un espace métrigue est un couple (X, d) out X est un ensemble et d une distance sur X.

Remarque 1.1.2. Sur R, on pose d(z,y) = |z —y|. On appelle d la distance usuelle et R muni de cette distance
est un espace métrique.

Définition 1.1.3. Soit (X, d) un espace métrique. Soient z € X et r € Ro.
(i) On appelle boule ouverte de centre x et de rayon r la partie : B(z,r) = {y € X; d(z,y) <r}.

(ii) On appelle boule fermée de centre z et de rayon r la partie : B(z,r) = {y € X; d(z,y) < r}.

Définition 1.1.4. (i) Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu'une partie A de X est bornée lorsqu’il existe
o€ X et 7> 0 tel que A < B(xo, ).

(ii) Soit X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. On dit qu'une application f: X — Y est bornée lorsque
f(X) est bornée. On note F3(X,Y) le sous-ensemble des applications bornées.

Exemple 1.1.5. (1) Soit R muni de la distance usuelle d(z,y) = |x — y|. Les boules sont des intervalles. Plus
précisément, si x € R et r > 0, alors

B(z,r) =]z —rz+r[ et B(z,r)=[z—rz+r].

(2) Sur C, on remplace la valeur absolue par le module d(x,y) = |z — y|c. La boule ouverte de centre x et de
rayon r est le disque ouvert de centre z et de rayon r et B(x,r) est le disque fermée.
(3) Sur K" avec K € {R,C}, on définit des distances faisant intervenir les distances entre coordonnées. Soit

x=(x1,...,2y) et y = (y1,...,yn) dans K" :

n n 1/2
di(z,y) = Z lzi =il do(z,y) = <Z |z — yi|2> doo(,y) = X }\xi = yil.
i=1 i=1 ol

La distance dy est appelée la distance euclidienne (pour vérifier I'inégalité triangulaire pour ds, on utilise
I'inégalité de Cauchy-Schwarz).

(4) Le produit fini d’espaces métriques : soient (X1i,t1),...,(Xn,t,) des espaces métriques. On définit des
distances sur X7 x .-+ x X,,. Solent = (z1,...,2z,) et y = (y1,...,Yn) dans X7 x -+ x X,,. On pose :

n n 1/2
di(z,y) = Z ti(wi, vi) da(z,y) = (Z tz‘(ﬂ%yi)Q) doo(,y) = ieglax }ti($i»yi)~
i=1 i=1 et

(5) Distance de la convergence uniforme sur Fp(X,Y) : soit (Y,t) un espace métrique et X un ensemble. On
deéfinit une distance sur F(X,Y) par :

(V(f,9) € Fo(X,Y)?)  d(f.g) = sup {t(f(x), 9(x))}

Les fonctions f et g sont bornées, donc f(X) < B(zg,70) et g(X) < B(z1,71). De plus, pour z € X,
t(f(z),9(z)) < t(f(z),20) + t(wo, 1) + t(z1,9(x)) < 10 + t(20,71) + 71

(indépendant de x). Le sup est bien défini.
(6) Distance triviale : soit X un ensemble, on peut le munir de la distance :

d(z,y) 0 siz=y
x’ = .
Y 1 siz#y

OnaB(z,1) = {z} =B(z,3) = B(z,1) et B(z,1) = X.
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Un exemple important d’espace métrique est le cas des espaces vectoriels normés. On considére maintenant
FE un K-espace vectoriel.

Définition 1.1.6. On appelle norme sur E une application

I-I: E— Ry
vérifiant pour tout (x,y) € E? et tout A e K :
(i) |z| = 0 = a = 0; (définie positive)
(i) Az = [A] - || ; (homogénéite)
(iil) l= + y| < || + lyl. (inégalité triangulaire)
Un espace vectoriel normé est un couple (E, | - ||) ou E est un K-espace vectoriel et || - || est une norme de E.

La proposition suivante précise en quel sens les espaces vectoriels normés sont des espaces métriques.

Proposition 1.1.7. Si (E, | - ) est un espace vectoriel normé, alors

d:ExE—>R,
(z,y) = |z -yl
définit une distance sur E.

Démonstration. 1l suffit de vérifier les trois axiomes.
e Sid(x,y) =0, alors |z — y|| =0, donc  — y = 0 puis = y. Réciproquement, d(z,z) = |z — x| = 0| = 0.
e Pour la symétrie,

d(y,7) = ly — 3l = (=D (@ = )] = | = 1|- | — y]| = d(z, ).

e Pour 'inégalité triangulaire,

d(@,2) = |z = 2| = [z =y +y — 2| <[z =yl + [y — 2 = d(z,y) + d(y, 2).

Exemple 1.1.8. (1) Le module |- | sur K est une norme sur K vu comme K-espace vectoriel.
(2) Sur K", les distances dj, da, dy introduites précédemment sont associées a des normes :

n n 1/2
Iy = 3, Il Wb—(Zw#) 2o = _max |z
i=1 i=1 i€{l,...,n}

pour z = (z1,...,2,) € K".
(3) Norme de la convergence uniforme sur F,(X,K) : soit X un ensemble, F;(X,K) est alors un sous-espace
vectoriel de K* (exercice). On le munit de la norme

| flloc = sup [ f(2)]-
reX

La distance associée a || - |« est clairement la distance de la convergence uniforme sur F,(X,K). Si X = [1,n],
on retrouve la norme || - |4 définie ci-dessus.

Soit (X, d) un espace métrique.
Définition 1.1.9. On appelle ouvert de X toute partie U de X vérifiant
(VxeU) (Ire Rsy) B(z,r)cU.

Pour conclure cette section, on donne des propriétés des ouverts, qui vont définir ’axiomatique pour les
espaces topologiques.

Proposition 1.1.10. On a les propriétés suivantes :
(i) Les ensembles @ et X sont des ouverts.

(ii) Une union quelconque d’ouverts est un ouvert.
(iii) Une intersection de deux ouverts est un ouvert.

Démonstration. (1) L’ensemble & est ouvert de fagon évidente et si z € X, alors B(z,r) < X, donc X est ouvert.
(ii) Soit (U;)ser une famille d’ouverts. Soit x € |J U;. Il existe ig € I tel que = € U;, qui est ouvert, donc il existe
i€l
r € R.g tel que B(z,r) < Ujy. On a alors B(z,r) < U;, < |J U;.
el
(iii) Soient Uy et Us deux ouverts et « € Uy nUs. Il existe 1 > 0 et o > 0 tels que B(x, 1) < Uy et B(z,r2) < Us.
Si on prend r = min(ry,r2), alors r > 0 et B(x,r) < Uy n Us. O
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Remarque 1.1.11. Dans (R, |- |), intersection infinie d’ouverts n’est pas un ouvert. Par exemple,
1

Ne(os)-o

neN- o n

n’est pas ouvert.

On arrive a la notion d’espaces topologiques. On oublie la notion de distance et on se donne 7 un ensemble
de partie de X vérifiant les propriétés de la proposition précédente.

1.2 Espaces topologiques

Définition 1.2.1. Soit X un ensemble. Une topologie sur X est un ensemble T de parties de X, appelées ouverts,
vérifiant :
(i) les ensembles & et X sont des ouverts : @ e T et X € T ;

(ii) une union quelconque d’ouverts est un ouvert : si (U;);er est une famille d’éléments de T, alors | JU; € T ;
el

(iii) une intersection de deux ouverts est un ouvert : si Uy € T et Uy € T, alors Uy n Uz € T.

Un espace topologique est un couple (X, 7 ) o X est un ensemble et T une topologie sur X.

Remarque 1.2.2. Dans la définition 1.2.1, par récurrence, 'axiome (iii) peut se formuler « une intersection finie
d’ouverts est un ouvert ».

Soit (X, d) un espace métrique.
Définition 1.2.3. La topologie induite par d est :
Ta={UeP(X); VeelU) (Ir >0) B(z,r) cU}.
Il est clair que c’est une topologie.
Proposition 1.2.4. Dans un espace métrique (X, d), toute boule ouverte est un ouvert.

Démonstration. Soit B(zg,r) une boule ouverte avec xg € X et r > 0. Soit x € B(zg,r). Par définition,
d(x,z9) < r.On prend € = r — d(z, z). Il est clair que € > 0 et B(z,e) < B(xg, ). En effet, soit y € B(x,¢). On
a

d(y,zo) < d(y,z) + d(z,z0) < e +d(z,20) =7

d’ou y € B(zg, ). O

Corollaire 1.2.5. Soit U une partie de X. La partie U est un ouvert de X si et seulement si U est une union de
boules ouvertes.

Démonstration. o On suppose U ouvert, donc par définition : (Vo € U) (Ir, > 0) B(z,r,) < U. On a alors
directement U = | J B(z,ry).

zelU
e On suppose que U est une union de boules ouvertes. Chaque boule ouverte est un ouvert. Par 'axiome (ii) de
topologie, U est un ouvert. O

Retournons au cas général :

Définition 1.2.6. Soit (X, 7) un espace topologique, on appelle fermé toute partie de X dont le complémentaire
est ouvert. Notons F l’ensemble des fermés de X.

Les axiomes de topologie donnent par passage au complémentaire les propriétés suivantes des fermés.

Proposition 1.2.7. On a les propriétés suivantes :

(i) les ensembles X et @ sont des fermés;

(ii) une intersection quelconque de fermés est un fermé;
(iii) une union finie de fermés est un fermé.

Proposition 1.2.8. Dans un espace métrique (X, d), toute boule fermé est un fermé.

Démonstration. Soit B(zg,r) une boule fermée. On doit vérifier que U = X\B(zg,7) est ouvert. Soit = € U,
alors d(z,xg) > r. Prenons ¢ = d(x,z¢) — r, il est clair que € > 0. Vérifions que B(z,e) < U. Soit y € B(x, ¢),
on a par définition d(z,y) < e. On a alors

d(x,x()) < d(.’E, y) + d(yer) < d(y,l'o) te

donc d(y,zo) > d(z,z9) —e =71, donyeU. O
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Exemple 1.2.9. (1) Dans R, les intervalles fermés [a, b] pour (a,b) € R? et a < b, sont fermés.

(2) Les intervalles | — o0, b] et [a, +00[ sont fermés, comme complémentaire des ouverts b, +0[ et | — o0, al.
(3) En revanche, [0, 1[ n’est ni ouvert ni fermé.

(4) Topologie discrete : Soit T = P(X). Toutes les parties de X sont ouvertes. C’est la topologie induite par
la distance triviale. Pour vérifier si une topologie donnée est discréte, il suffit de vérifier que tous les singletons
sont ouverts. Par exemple, Z muni de la distance usuelle d: (z,y) — |z — y| est discret (en effet, si n € Z, alors
B(n,1) = {n}).

(5) Topologie grossiere : Soit T = {&, X}. C’est la topologie qui a le moins d’ouverts possibles. On verra plus
tard que si X a au-moins deux éléments, cette topologie n’est pas métrisable (au sens suivant).

Définition 1.2.10. On dit qu'une topologie 7 dans un ensemble X est métrisable lorsqu’il existe une distance
sur X qui induit la topologie 7.

Définition 1.2.11. Soit (X,7) un espace topologique et x € X. Un wvoisinage de x est une partie V de X
contenant un ouvert contenant x. On note V(z) I’ensemble des voisinages de x. Autrement dit :

V(z)={VePX); QUeT)xzeUcV}.
Proposition 1.2.12. Si (X, d) est un espace métrique et z € X, on a :
V(z) = {VeP(X); 3reRsg) B(z,r)c V}.

Démonstration. e Soit V un voisinage de x. Il existe un ouvert U tel que x € U < V. Comme U est ouvert, il
existe r > 0 tel que B(x,r) c U, d’ou B(z,r) c V.

e Soit V' une partie de X vérifiant : (37 > 0) B(z,r) < V. La boule B(xz,r) est alors un ouvert contenant z et
contenu dans V', d’out V' est un voisinage de x. O

On peut caractériser les ouverts a l'aide des voisinages.

Proposition 1.2.13. Soit (X,7) un espace topologique. Une partie V' est ouverte si et seulement si elle est
voisinage de chacun de ses points. Autrement dit :

VeT e (NVzeV)VeV(x).

Démonstration. e Evident.
e On suppose que si x € V, alors V € V(z). Pour z € V, il existe un ouvert O, tel que z € O, < V. On a alors

V = |J O, qui est ouvert comme réunion d’ouverts. O
zeV

Lemme 1.2.14. Soit (X,7) un espace topologique et soit z € X. Une intersection finie de voisinages de z est
un voisinage de z.

Démonstration. Soient V1, ..., V, des voisinages de . Pour chaque i € [[1,n], il existe U; € T tel que z € U; < V.
On a alors
n n
ve(\Uic (Vi
i=1 i=1
n
et (| U; est un ouvert de X. O
i=1

Dans un espace métrique, il n’est pas toujours facile d’identifier les ouverts, mais il est facile de décrire les
boules ouvertes et on sait que tout ouvert est union de boules ouvertes.

C’est une situation générale : dans un espace topologique, on peut avoir des ouverts simples & décrire et qui
« engendrent » tous les ouverts par union quelconques. Cela motive la définition suivante.

Définition 1.2.15. Soit (X, 7) un espace topologique. On dit qu’un ensemble B d’ouverts est une base d’ouverts
lorsque tout ouvert de X peut s’écrire comme union d’éléments de B.

On a un critére pour savoir si un ensemble B < P(X) est la base d’ouverts d’une topologie.

Proposition 1.2.16. Soient X un ensemble et B < P(X) un ensemble de parties de X. L’ensemble B est une
base d’ouverts d’une topologie T g si et seulement si :
()ona X = (J B.
BeB
(ii) si By et Bs sont deux éléments de B, alors By n By est une union d’éléments de B.



Topologie, Licence 3°™° année 7

Démonstration. e Evident car X € T et (By, B2) € B? implique que By N By € Tg.

e On suppose (i) et (ii). On pose T = « ’ensemble des unions d’éléments de B ». On doit vérifier que T g est
une topologie : @ € T est trivial et X € T par (i). Soit (U;)ser une famille d’éléments de T 5. Chaque U;
est une union d’éléments de B, donc | J U; aussi. Soit Uy et U deux éléments de T . On écrit : Uy = [ B; et

iel el
U= U B;-, donc
jeJ
UlﬁUQI U (BlﬂB;)
(i,5)elxJ
On a alors Uy n Uy € Tp. O

De facon similaire, on introduit la notion de base de voisinages.

Définition 1.2.17. Soit (X, 7) un espace topologique et z € X. On dit que B < V(z) est une base de voisinages
de z lorsque tout voisinage de x contient un élément de B :

(VVeV(z)) (3BeB) BcV.

Proposition 1.2.18. Si (X, d) est un espace métrique, alors :
(i) tout point x € X admet une base dénombrable de voisinages : B, = {B(x, %), ne Nsg } ;
(ii) B = {B(z,1); (neNxg) (z € X)} est une base d’ouverts de X.

Démonstration. (i) Soit V' un voisinage de z. Il existe r > 0 tel que B(z,7) < V. On choisit un entier n tel que
L'<rien>1 OnaalorsB(z,1) cB(z,r)c V.

(ii) Soit U un ouvert de X. L’ouvert U est voisinage de chacun de ses points puisque pour chaque z € U, il
existe n, € N+ tel que B(x, i) c U. On a alors

1
v-Ue(nt)

O

Remarque 1.2.19. La propriété (i) est une propriété importante des espaces métriques. Elle n’est pas vraie
dans les espaces topologiques en général.

On va définir la notion de sous-espace topologique, en précisant quelle topologie on met sur un sous-ensemble.

Définition 1.2.20. Soit (X,7) un espace topologique et A une partie de X. On appelle topologie induite par
T sur A la topologie :
Ta={UnA, UeT}

et on vérifie facilement que c’est une topologie sur A. On dit que (A, T 4) est un sous-espace topologique de
(X, T) et on appelle U n A la trace de I'ouvert U sur A.

On vérifie facilement les propriétés suivantes.

Proposition 1.2.21. (i) Les fermés de A sont les traces des fermés de X :
Fa={FnA; FeF}
(ii) Pour un point x € A, les voisinages de x pour la topologie T 4 sont les traces des voisinages de x pour T :
Valz) ={VnA4; VeVl

(iii) Si B ¢ A c X, la topologie induite par T 4 sur B n’est rien d’autre que la topologie T 5 induite par 7 sur
B:
Tp={UnB, UeT}={U nB; U eTal}.

Démonstration. Exercice. O

Définition 1.2.22. Soit (X, d) un espace métrique et soit A = X. On dit que le couple (A, d4) est un sous-espace
métrique de (X,d) lorsque dg = djsxa-

On observe que d) 4 4 est bien une distance sur A.

Proposition 1.2.23. Un sous-espace métrique est un sous-espace topologique.
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Démonstration. Soit (X, d) un espace métrique et A < X. Soit U une partie de A. On utilise 'équivalence
U est ouvert dans A < U est une union de boules ouvertes de A.

On observe qu’une boule ouverte de A est la trace d’une boule ouverte de X : Bs(z,7) = B(z,7) n A. On a

donc :
U est ouvert dans A < U est union de traces de boules ouvertes de X

< U est la trace d’une union de boules ouvertes de X

< U est la trace d’'un ouvert de X.

O

Exemple 1.2.24. (1) La topologie induite sur Z par celle de R est la topologie discréte.

(2) On prend X = R muni de la topologie usuelle et A = [0, 2[. L’intervalle [0, 1] est alors un ouvert de A (car
[0,1[ = ] —1,1[ n A) mais pas de R.

(3) De méme, [1,2[ est un fermé de A pour la topologie induite (car [1,2[ = [1,3] n A) mais pas de R.

1.3 Adhérence, intérieur

Dans cette section, on travaille avec un espace topologique (X, 7).

Définition 1.3.1. Soit A une partie de X et z € X. On dit que x est adhérent & A lorsque tout voisinage de x
dans X contient un point de A.

Exemple 1.3.2. Dans R, si A = {%, n € Nxg }, alors % est adhérent & A. En fait, tout élément de A est
adhérent & A, mais 0 n’est pas dans A, il est néanmoins adhérent & A.

Définition 1.3.3. Pour une partie A de X, on appelle adhérence de A et on note A, I'ensemble des points
adhérents a A.

Proposition 1.3.4. L’adhérence A d’une partie A est le plus petit fermé de X contenant A. En fait on a :

A= (] F

FeF,AcF

Démonstration. On montre d’abord la formule. Cela donnera le résultat puisque 'intersection de fermés est un

fermé. Soit € X. On montre I'équivalence = ¢ A < z ¢ N F:
FeF,AcF

e On suppose x ¢ A, il existe un voisinage V de x qui n’intersecte pas A. Il existe donc un ouvert U tel que
zeU cV.Onprend F = X\U fermé. En particulier, il contient A puisque U et A sont disjoints, on a donc
AcFetz¢ F,donzxg¢ (| F.

FeF,AcF
e On suppose « ¢ (| F,il existe un fermé F contenant A tel que = ¢ F, alors X\ F est un voisinage ouvert
FeF,AcF
de x, qui n’intersecte pas A. On conclut alors que z ¢ A.
Une fois que l'on a la formule, A est clairement un fermé contenant A et c’est méme le plus petit fermé. O

Corollaire 1.3.5. Une partie A de X est fermé si et seulement si A = A.
Démonstration. Découle directement de la proposition précédente. O]
Corollaire 1.3.6. Si A et B sont deux parties de X, on a :

AuUB=AuB et AnBcAnB.

Démonstration. « Montrons AUBc AuB:Ac Aet Bc Bdonc AuB c Au B et Au B est un fermé
contenant A U B, donc il contient I'adhérence A U B.

e Montrons AUB>AUuB:onaAc AuBc AU B et AU B est un fermé contenant A, donc il contient A.
De méme, il contient B. On a alors AU B > AU B.

e Montrons AnBc AnB:onaAnBc Ac A. Deméme AnBc B.Onaalors AnBc An B. Clest un
fermé contenant A n B, donc contient aussi A n B. O

Exemple 1.3.7. Dans R muni de la topologie usuelle, prenons A = [0,1[ et B = ]1,2]. On a alors A~ B = &,
donc An B =@. Mais A= [0,1] et B =[1,2] donc An B = {1}.

Définition 1.3.8. Une partie A de X est dite dense dans X lorsque A = X.



Topologie, Licence 3°™° année 9

Exemple 1.3.9. Les ensembles Q et R\ Q sont denses dans R (muni de la topologie usuelle).

Définition 1.3.10. On dit qu’un espace topologique (X, T) est séparable lorsqu’il admet une partie dénombrable
et dense.

Exemple 1.3.11. Dans R, ’ensemble Q est dénombrable et dense, donc 'espace métrique R est séparable.

Définition 1.3.12. (i) Soit A une partie de X. On dit qu’un point = de A est intérieur & A lorsque A est un
voisinage de .
(ii) Lintérieur d’une partie A de X est I’ensemble des points intérieurs a A, il est noté Int(A).

Proposition 1.3.13. L’intérieur d’une partie A de X est le plus grand ouvert de X contenu dans A :

nt(4)= (] U
UeT,UcA

Démonstration. e Soit x € Int(A). Par définition, A est un voisinage de x. Il existe un ouvert Uy de X tel que

reUyc A, alors x € Uy < U U.
UeT,UCA

e Réciproquement, soit = € U U. 1 existe un ouvert U tel que z € U et U < A, alors A est voisinage de
UeT , UcCA

z et x € Int(A).
e Avec la formule, on a que Int(A) est un ouvert contenu dans A et c’est méme le plus grand ouvert de X
contenu dans A. O

Corollaire 1.3.14. Une partie A de X est ouverte si et seulement si Int(A4) = A.
Démonstration. De facon analogue aux adhérences, cela découle de la proposition précédente. O
Corollaire 1.3.15. Pour toute partie A de X, on a

X\Int(4) = X\A et X\4=Int(X\A).

Démonstration. On écrit

X\Int(A) =x\ (] U= [] (X\U).

UeT,UcA UeT,UcA

On remarque que U est ouvert si et seulement si X\U est fermé : U ¢ A & X\A < X\U. On considére
F = X\U. On a alors

N x\0) = N (xX\0)= () F=X\A4A

UeT,UcA X\UeF,X\U>X\A FcF,FoX\A

Utilisons la formule avec X\ A au lieu de A : X\ Int(X\A) = A. En passant au complémentaire, on a Int(X\A) =
X\A. O
Corollaire 1.3.16. Pour deux parties A et B de X, on a :

Int(An B) = Int(A) nInt(B) et Int(A) ulInt(B) < Int(A U B).

Démonstration. e Montrons que Int(A n B) < Int(A) nInt(B) : ona Int(An B) c An B c A et Int(An B)
est un ouvert contenu dans A, donc contenu dans son intérieur Int(A). De méme Int(4A n B) < Int(B), d’ou
Int(A n B) < Int(A) n Int(B).

e Montrons que Int(A n B) o Int(A) n Int(B) : on a Int(4) < A et Int(B) < B, donc Int(A) n Int(B) c An B
et Int(A) N Int(B) est un ouvert. On a donc Int(A) N Int(B) < Int(A n B).

e Montrons que Int(A) ulInt(B) c Int(Au B) : on a Int(A) ¢ A © AU B mais Int(A) est un ouvert contenu dans
Au B, donc aussi contenu dans Int(Au B). De méme, Int(B) < Int(AuB), d’ou Int(A)ulnt(B) < Int(AuB). O

Exemple 1.3.17. La derniére inclusion peut étre stricte : dans R, prenons A = [0,1] et B [ 2]. On a donc
Int(A) = ]0,1[ et Int(B) = |1,2[, d’ou Int(A) U Int(B) = ]0,1[u]1,2[. Mais Au B = [0,2] et (AuB) 10,2[.

Définition 1.3.18. On appelle frontiére d’une partie A de X I'ensemble
0A=AnX\A.

C’est un fermé de X.
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Proposition 1.3.19. Pour toute partie A de X, on a
0A = A\ Int(A)
et X est réunion disjointe de Int(A), 0A, et Int(X\A).

Démonstration. On a 0A = An X\A = A (X\Int(A)) = A\Int(A). De plus, X est la réunion disjointe de A
et de X\A = Int(X\A) et A est la réunion disjointe de Int(A) et de JA. O

Exemple 1.3.20. ¢ Dans R"™ muni de la distance euclidienne, on a B(0,1) = B(0,1) et dB(0, 1) est la sphére de
centre 0 et de rayon 1.

* Si on se place maintenant sur X muni de la distance triviale. Soit x € X, alors B(z,1) = {«}, donc B(z,1) =
{z} = {z}. Mais B(z,1) = X. On voit donc que si X a au moins 2 éléments, adhérence de la boule ouverte
n’est pas la boule fermée. Par ailleurs, 0B(z,1) = @.

1.4 Limite

Dans cette section (et les suivantes), nous travaillerons tantdt dans un espace topologique (X, 7T), tantot
dans un espace métrique (X, d).

Pour les définitions et les propriétés générales, on se placera dans un espace topologique. Par contre, certaines
propriétés sont spécifiques aux espaces métriques.

On précisera a chaque fois dans quel cadre on se place et les propriétés des espaces métriques utilisées.

Définition 1.4.1. Soit (X, 7) un espace topologique. Soit (x,)nen une suite d’éléments de X et soit £ € X. On
dit que £ est une limite de la suite (x,,)nen lorsque pour tout voisinage V' de £ dans X, il existe un rang a partir
duquel tous les termes de la suite sont dans V :

(VVeV{) 3NeN) (Yn=N) z,€V.
Voici la traduction de cette définition dans le cas métrique.

Proposition 1.4.2. Soit (X, d) un espace métrique, £ € X est une limite de la suite (2, )nen si et seulement si :
(VeeRsg) AN eN) (Vn=N) d(zn, ) <e.

Démonstration. e On suppose que £ est une limite de la suite (2, )nen. Soit € > 0. On applique ’hypothése avec
V = B(¢,¢) un voisinage de ¢. Il existe N € N tel que pour tout n > N, z,, € B({,¢), alors pour tout n > N,
d(zp,l) < e.

e On suppose que pour tout € > 0, il existe un rang N € N tel que pour tout n = N, d(z,,£¢) < e. Soit V un
voisinage de ¢, par la proposition 1.2.12 il existe € > 0 tel que B(¢,e) < V. On applique ’hypothése avec cet
€: (AN eN) (Vn = N) d(xn,l) < e. On a alors que pour tout n > N, z, € B({,e) c V. O

Définition 1.4.3. On dit quun espace topologique (X, T) est séparé lorsque pour tout couple (z,y) € X? avec
x #vy, il existe VeV(z)et WeV(y) telsque VW =2.

Lemme 1.4.4. Les singletons dans un espace topologique séparé sont des fermés.

Démonstration. Soit (X, T) un espace topologique séparé. Soit z € X. On montre que X\{z} est ouvert en
vérifiant qu’il est voisinage de chacun de ses points. Soit y € X\{z}, on a directement = # y, donc il existe
VeV()et WeV(y) telque VAW = @. On a alors y € W < X\{z} et donc X\{x} est un voisinage de y. O

Proposition 1.4.5. Un espace métrique est toujours séparé.

Démonstration. Soit (X, d) un espace métrique. Soient (z,y) € X2 avec x # y. On pose r = %d(:v, y). Il est clair
que r > 0 et B(x,r) n B(y,r) = & puisque si z € B(z,r) n B(y,r), alors d(x,y) < d(z,2) + d(z,y) <r+r=2r
ce qui est impossible. O

La notion d’espace séparé est importante pour le résultat suivant.

Théoréme 1.4.6. Si (X,T) est un espace topologique séparé, toute suite (2, )nen dans X admet au plus une
limite. Si une telle limite ¢ € X existe, on dit que £ est la limite de la suite (z,)nen (0U que la suite (2, )nen
converge vers £) et on note lim x, = /.
n—+w

Démonstration. Supposons que £ et ¢ sont des limites de (z,,)nen avec £ # ¢'. L’espace X est séparé, donc il
existe Ve V(¢) et W e V(') tel que VAW = &. On sait que £ est une limite de (x,,)nen, donc il existe un rang
N € N tel que pour tout n = N, z,, € V. De méme, ¢ est une limite de (x,)nen, donc il existe un autre rang
N’ € N tel que pour tout n > N’ x,, € W. Avec n = max(N, N'), on obtient x,, € V n W, ce qui est absurde,
donc £ = ¢'. O
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Remarque 1.4.7. On réserve la notation lim =z, = £ au cas des espaces séparés.
n—+0o0

Exemple 1.4.8. L’exemple le plus simple d’espace non séparé est X ayant au moins deux éléments muni de la
topologie grossiére. Si z € X, alors il n’admet qu’un seul voisinage : X. Si (2, )nen est une suite dans X, tout
point z de X est une limite de (z,,)nen- Il 1’y a donc pas unicité.

Un espace non séparé n’a pas assez d’ouverts. En algébre et en géométrie algébrique, on utilise la topologie
de Zariski qui n’est pas séparé et donc pas métrisable.
On énonce maintenant un résultat pour les espaces métriques qui admettent diverses généralisations.

Proposition 1.4.9. Soit (X, d) un espace métrique. Soit A une partie de X et z € X. On a équivalence :
(i) ze A;
(ii) il existe une suite (2, )nen d’éléments de A dont x est limite.

Démonstration. (i) = (i). On suppose que (z,)nen est une suite dans A qui converge vers z dans X. Soit V
un voisinage de x dans X. Il existe IV € N tel que pour tout n = N, x, € V. En particulier, zy € V n A, donc
VnA+#g.

(i) = (ii). On suppose = € A. On utilise que B, = {B(x,1); n € Nog} est une base de voisinages de z. Soit
n € Nxg, on a B(x, %) N A # @ par hypothése. On choisit z,, € B(x l) N A. On a alors construit (z,)neN.,

‘n

dans A. Vérifions que liIJIrl Ty = x. Soit V un voisinage de z. On sait que B, est une base, donc il existe
n—-+0o

N € N.g tel que B(x, %) c V.Pour n > N, on a alors z,, € B(x, %) c B(m,%) cV. O]

Remarque 1.4.10. e L’implication (ii) = (i) est vraie dans tout espace topologique (X,7) (on n’a méme pas
besoin de supposer séparé).

e En revanche, pour (i) = (ii) on utilise que tout point de X admet une base dénombrable de voisinages, ce qui
est le cas dans les espaces métriques.

C’est un phénoméne général : dans un espace métrique, on peut caractériser les propriétés topologiques en
utilisant des suites. Ce n’est plus le cas avec un espace topologique quelconque.

1.5 Continuité

Définition 1.5.1. Soient (X,7) et (Y, 7’) deux espaces topologiques et soit a € X. On dit qu’une application
f: X =Y est continue au point a lorsque 'image réciproque de tout voisinage de f(a) est un voisinage de a :

(YW eV(f(a) fH(W)e V().

Proposition 1.5.2. Soient (X,d) et (Y,d’) deux espaces métriques, a € X et f: X — Y une application. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue au point a;

(ii) (Ve > 0) Fa > 0) (Vo € X) d(z,a) < a = d'(f(z), f(a)) < e;

(iii) (continuité séquentielle en a) pour toute suite (z,)nen de X convergeant vers a, la suite image (f(x,))neN
converge vers f(a).

Démonstration. (i) = (iii). On suppose f continue en a. Soit (x,)nen une suite dans X qui converge vers a.
Soit W un voisinage de f(a). L’application f est continue en a, donc f~*(W) est un voisinage de a. Mais

hrf T, = a, donc il existe un rang N € N tel que pour tout n = N, x,, € f~5(W). On a alors que pour tout
n—+0o0

n>=N, f(z,) e W.

(iii) = (ii). Procédons par contraposée : on suppose qu’il existe £ > 0 tel que pour tout « > 0, il existe z € X
tel que d(z,a) < a et d'(f(z), f(a)) = € (il est donc facile de voir que x € B(a,a) et f(z) ¢ B(f(a),e)). Soit
n € N. On applique avec a = n%_l Il existe z,, € X tel que x,, € B(a, %_H) et f(z,) ¢ B(f(a),e). On a alors que
(zn)nen converge vers a. Si V' est voisinage de a, il existe NV € N tel que B(a, ﬁ) c V car {B(a, n%rl), ne N}
est une base de voisinages de a, donc pour tout n = N, x,, € V. Cependant pour tout n € N, f(z,) ¢ B(f(a),e)
et ainsi, (f(zn))nen ne converge pas vers f(a). On a donc montré la négation de (iii).

(ii) = (i). On suppose que pour tout ¢ > 0, il existe a > 0 tel que pour tout x € X, on a : d(z,a) < a =
d'(f(z), f(a)) < e. Soit W un voisinage de f(a). Il existe € > 0 tel que B(f(a),e) = W. Par hypotheése, il existe
a > 0 tel que z € B(a,a) = f(x) € B(f(a),). On a donc B(a,a) ¢ f~1(B(f(a),e)) = f~1(W). Cest donc un
voisinage de a. O

Remarque 1.5.3. (1) La encore, (i) = (iii) est vraie pour tout espace topologique (X, 7T) et (Y, 7). Par contre,
(iii) = (i) utilise existence d’une base dénombrable de voisinages de a.
(2) L’implication (i) = (iii) a la conséquence suivante, dans un espace topologique séparé (X, T), soit (x,)neN
une suite récurrente définie par 2o € X et pour tout n € N, on a z,,+1 = f(x,) ot f: X — X est une application.
Si £ est limite de la suite (2, )nen €t f est continue en ¢, alors f(¢) = £.
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Théoréme 1.5.4 (TRANSITIVITE DE LA CONTINUITE). Soient (X,7),(Y,T’) et (Z,T") trois espaces topolo-
giques. Si f: X — Y est continue en a et g: Y — Z est continue en f(a), alors g o f est continue en a.

Démonstration. Soit W un voisinage de g o f(a) dans Z. L’application g est continue en f(a), donc g—(W)
est un voisinage de f(a). Puis f est continue en a, donc f~*(g~1(W)) est un voisinage de a et f~(g=1(W))

(go /)~ (W). 0

Proposition 1.5.5 (FONCTIONS NUMERIQUES). Soient (X, 7 ) un espace topologique, f,g: X — K deux appli-
cations. Si f et g sont continues en a € X, alors f + g, Af et fg sont continues en a (pour A € K) et si g(a) # 0,
alors 5 est continue en a.

Démonstration. On munit K? de la norme |(z,9)[ = max(|z|,|y|). Si f et g sont continues en a, alors
Papplication :

(f.9): X - K?
r— (f(z),9(x))

est continue en a. En effet, soit € > 0, notons h = (f, g),
h=1(B(h(a),e)) = h'({z € X; [[h(z) — h(a)|w < e})

=h'({z € X; |f(2) = fla)] < e et |g(z) — g(a)| <e})
= 71 (B(f(a),€)) ng~" (B(g(a),€))

qui est une intersection de deux voisinages de a par continuité de f et g en a, donc c’est un voisinage de a. Par

ailleurs, (x,y) — x + y et (x,y) — xy sont continues en tout point de K2, et (z,y) — % est continue en tout

point de K x K*. On conclut avec la transitivité de la continuité. Pour Af, on dit que les fonctions constantes
sont continues. O

Remarque 1.5.6. En particulier, les fonctions polynémes sont continues en tout point de K. De plus, les
fractions rationnelles sont continues en tout point de leur domaine de définition.

On va maintenant considérer la continuité globale.

Définition 1.5.7. Soient (X,7) et (Y,7’) deux espaces topologiques. On dit qu’une application f: X — Y
est continue sur X lorsqu’elle est continue en tout point de X. On note C°(X,Y) I’ensemble des applications
continues de X dans Y.

Théoréme 1.5.8. Pour deux espaces topologiques (X, 7T), (Y,7’) et f: X — Y une application, on a équiva-
lence :

(i) f est continue sur X ;

(ii) image réciproque de tout ouvert est un ouvert de X : (YV e 7') f~ (V) e T;

(iii) 'image réciproque de tout fermé est un fermé de X.

Démonstration. (i) = (ii). On suppose f continue sur X. Soit V un ouvert de Y. On montre que f~1(V) est
voisinage de chacun de ses points. Si a € f~1(V), alors V est un ouvert contenant f(a), donc est un voisinage
de f(a). Or f est continue en a, donc f~1(V) est un voisinage de a i.e. f~1(V) est bien ouvert.

(ii) = (i). On suppose que pour tout V € 7', f~1(V) € T. Soit a € X. Soit W un voisinage de f(a). Il existe un
ouvert V tel que f(a) e V. W, alors f~1(V) est ouvert et a € f~H(V) < f~1(W), ce qui montre que f~(W)
est bien un voisinage de a.

(i) < (iii). Evident par passage au complémentaire : f~1(Y\V) = X\ f~}(V). O

Remarque 1.5.9. (1) Attention! La continuité de f n’entraine pas f(U) € 7' pour U € T ni f(F) € F' pour
F e F. Par exemple,

f:R>R

ZL"—>£C2

envoie 'ouvert | — 1, 1[ sur [0, 1[ qui n’est ni un ouvert ni un fermé. De méme,
fFR>R
x — arctan(zx)
T T [.

envoie le fermé R sur ouvert | — 7,

(2) Les propriétés de transitivité et des fonctions numériques sont encore vraies pour la continuité globale.
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Définition 1.5.10. Soient (X,7) et (Y,7’) deux espaces topologiques. On appelle homéomorphisme toute
bijection f: X — Y telle que f et f~! soient continues.

Si f est un homéomorphisme, I'image réciproque et 'image (f(U) = (f~1)~}(U)) d'un ouvert est un ouvert.
Ainsi, un homéomorphisme établit une bijection entre 7 et 7.

Exemple 1.5.11. (1) On prend X = [0,1[u[2, 3] et on consideére :
f: X —10,2]

x siz<l1
xr — .
r—1 six>=2

L’application f est une bijection continue mais f~! n’est pas continue en 1, donc f n’est pas un homéomorphisme.
(2) Si (a,b) € R? avec a < b, on a un homéomorphisme entre R et ]a, b[ :

R — Ja,b[

at+b b—a

X — +
2

arctan(x)

On a vu que si (Y,d’) est un espace métrique et X un ensemble, alors I’ensemble des applications bornées
Fp(X,Y) peut étre muni de la distance dy, de la convergence uniforme. Si on munit X d’une topologie 7, on
peut considérer I’ensemble des applications continues bornées X — Y :

CYUX,Y)=CYX,Y)n Fp(X,Y).

Théoréme 1.5.12 (UNE LIMITE UNIFORME D’UNE SUITE DE FONCTIONS CONTINUES EST CONTINUE). Soit
(X, T) un espace topologique et (Y, d') un espace métrique. Si (f,)nen est une suite de C2(X,Y) qui admet une
limite f € F(X,Y) pour la distance d, alors f € CY(X,Y).

Remarque 1.5.13. Ce résultat dit que CP(X,Y) est fermé dans F,(X,Y). En effet, soit (M,d) un espace
métrique et A = M. D’apres le corollaire 1.3.5, A est fermé si et seulement si A = A. De plus, d’aprés la
proposition 1.4.9, pour x € M, on a x € A si et seulement s’il existe une suite (z,)nen dans A qui converge vers

x dans M, donc A est fermé si et seulement si pour tout suite (z,,),en de A convergeant vers un x € M, alors
r e A.

Ici, on applique ce critére & M = F(X,Y) et A =CP(X,Y).

Démonstration. Soit a € X et ¢ > 0. On veut vérifier que f~*(B(f(a),¢)) est voisinage de a. On écrit la
convergence de (fy)nen : il existe N € N tel que pour tout n > N, on a dy(fn, f) < §. L’application fy est

g

continue en a i.e. W := fy'(B(fn(a), £)) est un voisinage de a. On va montrer que W < f~(B(f(a),¢)). Si
x e W, alors d'(fn(z), fn(a)) < £

d'(f(x), f(a)) < d'(f(z), fn(2)) + d' (fx(2), fn(a)) + d(fn(a), f(a))
< 2d(f, fN) + % %4'%_
On a alors z € f~1(B(f(a),e)), qui est bien un voisinage de a. O

1.6 Comparaison de topologies
On peut mettre une relation d’ordre sur les topologies définies sur un ensemble fixé.

Définition 1.6.1. Sur un ensemble X, on dit que la topologie T est plus fine que la topologie 7' lorsque 7' < T
(i.e. T a plus d’ouverts que T").

Exemple 1.6.2. (1) La topologie grossiére {&, X} est la moins fine de toutes les topologies.

(2) La topologie discréte P(X) est la plus fine de toutes les topologies.

(3) Soit (X, T) un espace topologique et A c X. La topologie induite T 4 sur A par T est la topologie la moins
fine qui rend l’inclusion i: A < X continue. En effet, pour que i soit continue, il faut que i=1(U) soit un ouvert
pour tout U € T, mais i} (U) = A n U, donc la topologie sur A doit contenir T 4 i.e. étre plus fine que T 4.

Proposition 1.6.3. Sur un ensemble X, la topologie 7 est plus fine que la topologie 7' si et seulement si
Id: (X,7T) — (X, T") est continue.
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Démonstration. On a les équivalences
Id: (X,7) — (X,7T) est continue < (YU e T') Id"(U)e T
< (WUeT)UeT
=T cT
< T plus fine que 7.
O

Définition 1.6.4. On dit que deux distances d et d’ sur un ensemble X sont topologiquement équivalentes
lorsqu’elles induisent la méme topologie.

Proposition 1.6.5. Soient d et d’ deux distances sur un ensemble X. La topologie de (X, d) est plus fine que
celle de (X, d’) si et seulement si, pour tout x € X, 'application

(X,d) > Ry
y = d(z,y)
est continue en z, i.e.
(Vz e X) (Ve >0) Fa>0) (Vye X) d(z,y) < a=d(z,y) <e.
Démonstration. On écrit simplement la continuité de Id: (X,d) — (X, d’) en tout point x € X. O

Définition 1.6.6. Deux normes |- | et | - |" sur un K-espace vectoriel de E sont métriguement équivalentes
lorsqu’il existe a > 0 et 5 > 0 tel que :

(Vze E) alz] <[] < Blz].

Exemple 1.6.7. (1) Sur K", les normes | - |1, - |2 et || - [0 sont équivalentes. On peut en fait montrer que

toutes les normes sont équivalentes en dimension finie.
(2) Sur C([0,1],K), on pose

£l = f 1f(2)|da.

Il est clair que | - [ est une norme sur CP ([0, 1], K) qui n’est pas équivalente & || - || En effet, regardons la suite
(fn)nen de fonctions définie par

fn:[0,1] > K

1—nx siz
€T —>
0 T

S1

VoA
3= 3=

On a que | fn]o =1 et ||fn]1 = 5=, donc ”H_“}‘; n’est pas uniformément minoré.

2
Proposition 1.6.8. Soient | - | et || - | deux normes sur un K-espace vectoriel E. La topologie de (E,| - |) est
plus fine que celle de (E, | - ||') si et seulement si il existe une constante M > 0 tel que :

(Vze E) |z’ < Mz].

Démonstration. e On suppose que la topologie de (E, || - ||) est plus fine que celle de (E, | - ||'). La boule ouverte

Bj.J-(0,1) est aussi ouverte pour | - || par hypothése. On écrit que c’est un voisinage de 0 pour || - |. Il existe
p > 0 tel que By (0,p) < By.(0,1). Soit € E\{0}. On considére y = £ - Ta de sorte que [y = £ < p, donc
y € By (0, p), d’ot y € By (0,1). De plus, m\\x\\' = |y|" < 1. On obtient |z|" < M||z| avec M = £ (ce qui est

aussi vrai pour z = 0).
e On suppose que 'on a M > 0 tel que pour tout = € E, |z||' < M|z|. Pour tout y € E, |z —y||' < M|z —y|.
Cela dit que Id: (&, - |) — (£,] - |') est continue en tout point x € E. En effet, pour € > 0, on prend o = 7
et on a alors

ly—al <a=ly—alf <My -z| < Ma=e.
Ainsi, la topologie de || - | est plus fine que celle de | - |. O

Une conséquence est que pour les normes, il n'y a pas de distinction entre équivalence topologique et
équivalence métrique.

Corollaire 1.6.9. Deux normes sur un K-espace vectoriel F sont métriquement équivalentes si et seulement si
les distances associées sont topologiquement équivalentes.

Démonstration. On applique deux fois la proposition 1.6.8. O
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1.7 Topologie produit

On considére n espaces topologiques (X1,71), - .-, (Xn, Trn). Notre objectif est de définir la topologie produit
sur X1 x - x X,.

Lemme 1.7.1. Si

B={Uy x---xU,; UeT;pourie[l,n]}

n
alors il existe une topologie sur || X; avec B comme base d’ouverts.
i=1
Démonstration. On applique la proposition 1.2.16. Il suffit de vérifier :
e L’union des éléments de B est X; x --- x X,, : vrai car X1 x --- x X,, € B;
e L’intersection de deux éléments de B est une union d’éléments de B : soient U7 x --- x U, et Vi x --- x V,
dans B (avec U; et V; ouvert dans X;) :

Uy x-+xU)n WV x-xV,)=(UnV1) x - x (U, nV,) € B.

O
Définition 1.7.2. On appelle topologie produit sur ]ﬁ[l X, la topologie donnée par la base d’ouverts :
i
n
B = {HUZ-; U;eT; pour i€ [[l,n]]}.

i=1

On note ]ﬁ[l T; cette topologie. On appelle ouvert élémentaire tout élément de B.
i

Exemple 1.7.3. La topologie sur K" est associée a la norme ||| . En effet, la boule ouverte By ((a1, ..., an),7)

est ouvert élémentaire B(ag,r) x - - - x B(ay, ). Réciproquement, tout ouvert élémentaire est ouvert pour |- |
(exercice).

Par ailleurs, comme les normes | - || et | -||2 sont équivalentes a |- ||o, elles correspondent aussi a la topologie
produit.

Proposition 1.7.4. Si pour tout i € [[1,n]], (A;, T 4,) est un sous-espace topologique de (X;,T;), alors la
n n n

topologie induite par [ T; sur [] A; est la topologie produit [] 7 4,.
, , L

i=1 i=1 1=
Démonstration. On identifie simplement les bases d’ouverts : les T4, = {U; n 4;; U; € T;} sont les ouverts
n

n
élémentaires pour [[ T4, : (Up n A1) x -+ x (U, n Ay), avec les U; € T; ouverts élémentaires pour [ T :
i=1 i=1

n
Uy x---xUp, pour U; € T;. La topologie induite sur || A; a pour base d’ouverts les (U x- - -xU, )N (A1 x---x Ap).
i=1
On conclut avec 1’égalité

Uy x -+ xUp)n (A x - x Ap) = (U1 nAr) x - x (Uy 0 Ap).

On explique maintenant le choix de cette définition de topologie produit. Pour j € {1,...,n}, on note

n
pj: HXz - Xj
=1
(xla"'axn) = T
la projection.

n
Proposition 1.7.5. La topologie produit || 7; est la topologie la moins fine qui rend toutes les projections p;
i=1
continues.
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n
Démonstration. e On vérifie qu’avec [] T, la projection p; est continue pour j € [1,n]]. Soit U un ouvert de

i=1
X;,
p;l(U) :X1 X XX]‘_l X UXXj+1 X XXn

n
est un ouvert (élémentaire) pour [ 7.

i=1

n

e Minimalité : soit 7 une topologie sur [[ X; telle que p; soit continue pour tout j € [1,n]. Soit U; €

i=1

T1,...,Un € Ty. On sait que pj_l(Uj) € T, donc

ﬁ =U; x---xU,eT.

n
Ainsi, T contient les ouverts élémentaires, donc contient [] 7. O]
i=1

On peut caractériser simplement la continuité d’une application & valeurs dans un produit.
Proposition 1.7.6. Soient (X,7),(Y1,77),..., (Yo, T,) des espaces topologiques. Pour j € [[1,n], on note p/
la projection ]_[ Y; — Y. Pour qu’une application f: X — H Y; soit continue, il faut et il suffit que toutes ses

composantes Pg o f: X —Y; soient continues.

Démonstration. e Si f est continue, alors p;- o f aussi par transitivité.
e On suppose p; o f continue pour chaque j € [[1,n]. On veut montrer que 'image réciproque d’un ouvert par

f est un ouvert. 1l suffit de le vérifier pour les ouverts élémentaires. Soit Vi € T7,...,V, € T7,.
n
PV x Vo) = {e e X5 pi(f(@) € Vi (Y € [Ln])} = ()00 ) (V)
j=1
qui est une intersection finie d’ouverts, donc est un ouvert. O

Exemple 1.7.7. Dans M, (K), le produit des matrices M,,(K)? — M, (K) définit une application continue.
En effet, pour (A, B) € M, (K)? avec A = [a;;] et B = [b;;], les composantes des produits AB sont les
n

> @i kb ;. Il s'agit d’'une somme de produits d’applications continues. Toutes les composantes sont continues,

k=1
donc (A, B) — AB est continue.

n n
Proposition 1.7.8. Une suite (z))ren dans un espace topologique ( ]_[ X, ]_[ T;) apour limitey = (y1,...,yn) €

H X si et seulement si toutes ses composantes (2 ;)ken ont pour limite y; € X; pour la topologie T; (pour i €
[[1’ n]).

Démonstration. e Si (x)gen a pour limite y, alors (p;(xk))ken @ pour limite p;(y) = y; car p; est continue en

y et pi(xk) = g ;-
e On suppose que pour chaque i € [1,n], (x,;)ken a pour limite y;. Soit W un voisinage de y, W contient un

ouvert contenant y. Cet ouvert contient un ouvert élémentaire Uy x --- x U, contenant y. L’ouvert U; est un

voisinage de y; : par hypothése, il existe N; tel que pour tout k > N;, z1; € U;. On prend N = 112a<x N;. On a
<N

alors que pour tout k < N, xp, €Uy x --- x U, c W. O]

Définition 1.7.9. Soit X = [] X; un produit d’ensemble, ¥ un ensemble et f: X — Y. Pour a = (a,...,a,) €
i=1
X et Jc{l,...,n}, on note f, s Uapplication partielle définie par :

fau: [[Xi =Y
eJ
(@i)ies = f(y1,-. -, yn)

x;, sited
avec y; = o .
a; sii¢J
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Exemple 1.7.10. Avec n = 2, aq,as fixés, on a (z1) — f(z1,a2) et (z2) — f(a1,x2).

Le résultat suivant fait un lien entre la continuité d’une application définie sur un produit et celle de ses
applications partielles.

n

Proposition 1.7.11. On munit X = [] X; de la topologie produit et soit (Y,7’) un espace topologique. Si
i=1

Papplication f: X — Y est continue au point a = (aq,...,a,), alors pour tout J < {1,...,n}, application

partielle f, s est continue au point (a;)e.
Démonstration. On considére application

é: HXZ-—>HX1-

n
= i=

=
—

(xi)ieJ = Y1, 7yn)

avec y; = x; sii € Joua; sii¢ J. On a alors que f, ;7 = f o ¢. On vérifie que ¢ est continue en (a;)ies.
11 suffit que ses composantes soient continues. Si i € J, la composante numéro i est une projection. Si i ¢ J,
cette composante est constante. Tout est continue dans tous les cas. L’application ¢ est continue en (a;);es. Par
transitivité, f, ; = f o ¢ est continue. O

Remarque 1.7.12. Attention! La réciproque est fausse. L’exemple typique est f: R? — R définie par

S si(2.y) # (0,0)

flz,y) = {0 si (z,y) = (0,0)

Les applications partielles f(x,0) et f(0, ) sont nulles, donc continues. Par contre, si a € R* fixé,

«
14+ a2

flx,ax) =

ne converge pas vers 0 lorsque x tend vers 0, donc f n’est pas continue en 0.

On a défini la topologie produit sur un produit d’espaces métriques. On peut se demander si cette topologie
est métrisable.

Proposition 1.7.13. La topologie produit d’un produit fini d’espaces métriques et métrisable.

Démonstration. Soient (X1,01),...,(Xn,0,) des espaces métriques. On va vérifier que la topologie produit,
n

notée T sur X = [] X; est donnée par la distance :
i=1

do: (z,y) — max §(wi, )

€{l,...,n}

oz = (x1,...,2n) € X et y = (y1,...,9yn) € X. La projection p;: (X,ds) — X; est continue car 6;(z;,y;) <
doo (2, y). Les composantes de Id: (X, dy) — (X, T) sont donc continues. D’apreés la proposition 1.7.6, Id: (X, dy)
— (X, T) est continue. Il reste a voir que Id™': (X, T) — (X, dy) est continue. Il suffit de voir qu’une boule
ouverte By (a,r) est ouverte pour 7, ot a = (a1,...,a,) € X et r > 0. Mais By, (a,7) = Bs, (a1,7) x -+ X
Bs, (an,T) est un ouvert élémentaire. O

Lemme 1.7.14. Un produit d’espaces séparés est séparé.

Démonstration. Soient (X1,7T1),...,(Xn, Tr) des espaces topologiques séparés. Soient

= (x1,...,2,) et y = (y1,...,Yn) dans X = ﬁ X;, on suppose = # y. Il existe i € {1,...,n} tel que z; # y;.

Chaque X; est séparé, donc il existe U € T; et Z1:/16 Titelque x; €U, y; € Vet UnV =@. On prend
Uy=X1 x- x X1 xUx X401 x---x X,

et
Vi=Xix - x X1 xVx X1 x-- x X,

On a alors que U; est un voisinage de x dans X et V; est un voisinage de y dans X. De plus,ona U1 nV; = @. [

Théoréme 1.7.15. Un espace topologique (X, T) est séparé si et seulement si la diagonale A = {(z,z); x € X}
est fermée dans X? (muni de la topologie produit).
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Démonstration. e On suppose X séparé. Montrons que X2\ A est ouvert, en fait qu'il est voisinage de chacun de
ses points. Soit (z,y) € X2\A, alors z # y. Par hypothése, il existe U,V € T telquez e U,y e Vet UnV = g,
alors U x V < X?\A car U nV = @, donc U x V est un voisinage de (x,y), contenu dans X2\A, d’ott X%\ A
est un voisinage de (x,y).

e On suppose A fermée dans X?2. Soient z,y deux points distincts de X : (z,y) € X2\A qui est ouvert, donc
union d’ouverts élémentaires. Il existe un ouvert élémentaire U x V tel que (z,y) € U x V < X?\A. On a alors
que U est voisinage de x, V est voisinage de y et U nV = @ car U x V < X?\A. O

Corollaire 1.7.16. Soient f,g: (X,7) — (Y, T) deux applications continues avec Y séparé. La partie F' = {x €
X; f(z) = g(x)} est alors fermée dans X.

Démonstration. On regarde I'application

h: X ->Y?
z— (f(z),9(x))

Cette application h est continue car ses composantes f et g sont continues et
F={reX; (f(z),g9(x)) e A} = (4)

ot A est la diagonale de Y2 et A est fermée, donc F aussi. O
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2 Connexité

De facon intuitive, un espace topologique connexe est un espace topologique « fait d’un seul morceau ».

2.1 Définitions, exemple fondamental

Définition 2.1.1. On dit qu’un espace topologique (X, T) est conneze lorsque les seules parties a la fois ouvertes
et fermées sont X et @. On dit qu'une partie A de X est connexe lorsque (A, 7T 4) est connexe.

Cela revient a dire que X n’est pas I'union disjointe de deux ouverts (resp. fermés) non vides.

Proposition 2.1.2. Une partie A de X est connexe si et seulement si il existe deux ouverts U; et Uy de X tels
que

AcU uvlUyet AnU; nUy = @ entraine A < U; ou A < Us.

Démonstration. e On suppose A connexe. Soient Uy et Uy ouverts de X tels que A < UyuUs et AnUnUy = @,
alors A nU; et A n Uy sont des ouverts de A, disjoints et de réunion A. Le fait que A soit connexe entraine
AnUi =0 ouAnU; =T ie. AcUyou AcU;.

e On suppose Uy et Uy ouverts tel que A < Uy uUs et AUy nUs = @ entraine A < Uy ou A < Us. Soient V
et Vo deux ouverts disjoints de A tels que A = V; U V5 ot chaque V; est de la forme V; = A n U; avec U; ouvert
de X.Onaalors ViuVy=Atelque Ac Uy uUs et @ =Vy nVy =An U nUs,. Par hypotheése, cela entraine
que si A c Uy, alors Vo = @ et si A < Us, alors V} = @. O]

Définition 2.1.3. Un intervalle de R est une partie I de R telle que pour tout (a,b) € I%, [a,b] = I.
En prenant les bornes sup et inf, on voit que cette définition coincide avec la définition habituelle, c’est-a-dire
[a,b] ou ]a,b] ou [a,b[ ou ]a,b[ ou [a,+00[ ou ]a,+o[ ou | — o0,b] ou | —0,b[ ou R ou &
(exercice).
Théoréme 2.1.4. Une partie de R est connexe si et seulement si ¢’est un intervalle.

Démonstration. e Soit A une partie connexe de R. Soient (a,b) € A? et z € R tels que a < x < b. Supposons
x ¢ A. Les parties U; = | — o0, z[ et Uy = o, +00[ sont des ouverts de R. Ona Uy nUs = @ et A < Uy u Us.
Par connexité, A  U; ou A < Us. Si on suppose que A < Uq, cela contredit le fait que b € A. De méme, si on
suppose que A < Us, cela contredit le fait que a € A. On obtient alors dans les deux cas une contradiction, donc
x € A i.e. A est un intervalle.

e On suppose que I est un intervalle de R. Soit U; et Us deux ouverts de R tels que I soit 'union disjointe
de I n Uy et I n Us. Supposons I n Us non vide. On veut montrer que I n Uy = &. On choisit z € I n Us. On
considére V' = | — o0, z[nI n U;. Par labsurde, supposons V non vide et on choisit v € V. On utilise qu'une
partie non vide majorée de R admet une borne supérieure. Ici, V' est non vide et majorée par x. On note alors
a =supV. On a alors v < a < z, mais comme I est un intervalle et que (v,x) € I, on a donc a € I, d’ou
a€lnU;ouaclnUs, Supposons a € I n Uy, alors comme x € Uz, on a a # x,donc a < x et a € V. La
partie Uy n] — o0, z[ est un ouvert de R contenant a, donc il existe € > 0 tel que Ja — €,a + e[c Uin] — w0, z[.
Comme a < x et x ¢ Uy, alors = ¢]a — €,a + €[, donc © > a + €. Mais I contient a et x, donc contient a + §,
ce qui contredit le fait que a doit majorer cet élément de V', donc a ¢ I n U;. On a alors a € I n Us. La partie
Us est ouverte, donc il existe ¢’ > 0 tel que Ja — ¢’,a + ¢'[c Us. Comme I n U; et Uy sont disjoints, alors

la—é,a+e[nV =g, donc a— % est un majorant de V', ce qui contredit la minimalité de a. On a finalement
montré que V est vide. De méme, en travaillant avec la borne inférieure, on vérifie que I n Uyn]z, +oo[ doit
étre vide et on conclut que I n U; est vide. [

Exemple 2.1.5. (1) L’ensemble Q est inclus dans 'union des ouverts disjoints | — o0, v/2[ et ]v/2, +o0[ (car
V2 ¢ Q), sans étre contenu dans les deux, donc Q n’est pas connexe.

(2) Avec le méme découpage, on voit que [0, 1] U [2, 3] n’est pas connexe. En utilisant le théoréme précédent, il
suffit de dire que ce ne sont pas des intervalles.

2.2 Fonctions continues et connexité
Théoréme 2.2.1. L’image d’un connexe par une application continue est connexe.

Démonstration. Soient (X,T) et (Y,7T') deux espaces topologiques avec X connexe. Soit f: X — Y une ap-
plication continue. Soient V; et Vo deux ouverts de Y tels que f(X) c Vi uVaet f(X)n Vi nVy = &. Les
parties f~1(V1) et f~1(V2) sont des ouverts de X (puisque f est continue) avec f=1(Vi) u f71(Va) = X et
f71(Vi) n f7Y(Va) = @. Comme X est connexe, on a f~1(V;) = X ou f~}(Va) = X, dout f(X) < Vi ou
f(X) c Va. Finalement, f(X) est bien connexe. O
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Corollaire 2.2.2 (THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES). Soit (X,7) un espace topologique connexe et
feCX,R), alors f(X) est un intervalle.

Le résultat suivant donne une autre caractérisation de la connexité.

Proposition 2.2.3. Un espace topologique (X,7) est connexe si et seulement si toute application continue
X — {0,1} est constante ({0,1} est vu ici comme partie de R muni de la topologie discréte).

Démonstration. e Supposons X connexe. Soit f: X — {0, 1} une application continue. Les singletons {0} et {1}
sont ouverts dans {0, 1}, donc f~1({0}) et f~1({1}) sont ouverts dans X qui est 'union disjointe de f~*({0})
et f~1({1}). Par connexité, on a donc f~1({0}) = X ou f~1({1}) = X, dott f =0ou f = 1.

e Supposons que toute application continue X — {0, 1} est constante. Soit A < X une partie ouverte et fermée.
La fonction caractéristique de A

14: X —{0,1}
{1 size A
€T +—
0 sinon

est continue car 1;'({0}) = X\A4 et 1,*({1}) = A sont ouverts. Par hypothése, 14 est constante. Si 14 = 0,
alors A= etsily =1, alors A= X, ce qui conclut. O

2.3 Union, adhérence et produit

Théoréme 2.3.1. Soit (4;);cr une famille de parties connexes d’un espace topologique (X, 7). Si on suppose
qu'il existe ip € I tel que A; N A;, # @ pour tout ¢ € I, alors | J A; est connexe.
i€l
Démonstration. Posons B = [ J A;. Supposons que Uy et Us sont deux ouverts de X tel que B < Uy u Us et
el
UynUynB=@. Pouriel,onaA; c B,donc A; c Uy uUs et Uy nUs n A; = &. Comme A; est connexe,
onaA; nU; = @ ou A; nUs = @. En particulier, pour i = ig, A;;, n U1 = @ ou A;, n Uy = &. Par symétrie,
supposons A;, n Uy = @, alors A;) < Us. Soit i € I. Si A; n Uy = @, alors A; < Uy, donc A;,, n A; < A;, n Uy
ce qui contredit A;, nU; = &, donc A; n Uy = @. Finalement, Bn U; = @. O]

Une application du résultat précédent est que pour tout point z d’un espace topologique (X, 7T ), 'union de
toutes les parties connexes de X contenant x est connexe (on applique le théoréme avec A;, = {z}). Clest le
plus grand connexe contenant x.

Définition 2.3.2. Soit (X, 7) un espace topologique. Pour tout point  de X, on appelle composante conneze
de z et on note C(x) le plus grand connexe contenant x.

Avec cette notation, deux points = et y appartiennent & une méme partie connexe si et seulement si C(x) =
C(y) : si C(x) = C(y), alors x et y appartiennent au connexe C(x). Réciproquement, si et y appartiennent
au connexe A, alors A ¢ C(z), donc y € C(z) done C(x) < C(y), puis C(z) = C(y).

Proposition 2.3.3. La relation « appartenir & un méme connexe » qui se traduit par C(z) = C(y), est une
relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les composantes connexes. Les composantes connexes
forment donc une partition de X.

Remarque 2.3.4. D’un point de vue intuitif, les composantes connexes dans X sont les connexes « d’un seul
tenant » de X. Par exemple, les composantes connexes de [0, 1] u [2, 3] sont [0,1] et [2, 3].

Théoréme 2.3.5. Si une partie A d’un espace topologique (X, 7) est connexe, alors A est connexe.

Démonstration. Soient Fy et Fy deux fermés de X tels que AcFHuFh et AnFinF, =0. On sait que
Ac Adonc Ac FiuFyet AnFynFy =&, De plus, A est connexe, donc A  F; ou A c Fy, soit A < Fy ou
Z (e FQ. O

Corollaire 2.3.6. Les composantes connexes d’un espace topologique (X, T) sont des fermés.
Théoréme 2.3.7. Un produit d’espaces connexes est connexe.

Démonstration. Par récurrence, il suffit de faire le cas d'un produit de deux espaces connexes (X, T) et (Y, T").
On va utiliser la proposition 2.2.3. Soit f: X x Y — {0,1} continue. Soit x € X fixé. L’application partielle
flz,%): Y — {0,1}; y — f(x,y) est continue et Y est connexe, donc f(z,*) est constante. Soit y € X. De
méme, f(*,y): X — {0,1} est constante. Cela implique que f est constante car si (z,y), (z/,y") € X x Y, alors

fl,y) = fz,y) = f(@ ). U

Corollaire 2.3.8. Dans R", les pavés (i.e. les produits d’intervalles) sont connexes.
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2.4 Connexité par arc

Dans cette section, on introduit une notion un peu plus forte que la connexité, qui est en fait plus facile a
vérifier en pratique.

Définition 2.4.1. (i) Soit (X,7) un espace topologique, on appelle chemin joignant x € X a y € X toute
application continue ~y: [0,1] — X telle que v(0) = x et y(1) = y.

(ii) On dit qu’un espace topologique (X, T) est connezxe par arc lorsque deux points quelconques de X peuvent
étre reliés par un chemin.

Théoréme 2.4.2. Un espace topologique connexe par arc est connexe.

Démonstration. Soit (X, T ) connexe par arc. Soient x et y deux points de X. Par hypotheése, il existe un chemin
~v:[0,1] —» X joignant x a y. L’intervalle [0, 1] est connexe, donc ([0, 1]) est connexe (car 7 est continue) et il
contient x et y, donc C(z) = C(y), d’on pour tout x € X, C(x) = X et X est connexe. O

Exemple 2.4.3. (1) Dans R", une partie X de R" est conveze lorsque : (V(z,y) € X?) (Vt € [0,1]) (1—t)z+ty €
X. Les parties convexes sont connexes (car connexes par arc).
(2) Il y a des espaces connexes qui ne sont pas connexes par arc. Par exemple dans R", lensemble I' =

{(x,sin (%)), T € R>0} est connexe par arc, donc connexe. Son adhérence est encore connexe. Mais I' =
I'u ({0} x [—1,1]) n’est pas connexe par arc (exercice).

Remarque 2.4.4. On peut définir une relation d’équivalence « appartenir au méme connexe par arc » et définir
des composantes connexes par arc. Elles sont plus petites que les composantes connexes et elles ne sont pas
nécessairement fermées (voir exemple précédent).
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3 Compacité

La compacité sera définie comme une propriété de finitude topologique. On verra par exemple que dans un
espace compact, un ensemble infini de points s’accumule toujours quelque part. On verra aussi que dans R",
les compacts sont les fermés bornés.

3.1 Définitions

Définition 3.1.1. Un recouvrement d’un ensemble X est une famille (R;);cr de parties de X telle que X = | J R;.

el
On dit que ce recouvrement est fini lorsque I est fini. Si (R;);es avec J < I est un recouvrement, on dit que
(R;)ics est un sous-recouvrement de (R;)cr.

Dans le cas topologique, on va parler de recouvrements ouverts.

Définition 3.1.2. Soit (X, 7") un espace topologique. Un recouvrement (U;);cs est ouvert lorsque : (Vie I) U; €

T.
On peut maintenant définir les espaces compacts.

Définition 3.1.3. Un espace topologique (X, T) est compact lorsque :
(i) il est séparé;
(ii) de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini : X = | J U;, avec U; ouverts,
i€l
alors il existe J I fini tel que X = |J U;.
ieJ
Une partie A d’un espace topologique (X, 7)) est dite compacte lorsque (A, T 4) avec la topologie induite est
compacte.

Par passage au complémentaire, on a une définition équivalente avec les fermés.

Proposition 3.1.4. Un espace (X, 7) est compact si et seulement si il est séparé et de toute famille de fermés
de X d’intersection vide, on peut extraire une sous-famille finie d’intersection vide.

Un cas utile est celui de fermés emboités.

Proposition 3.1.5 (FERMES EMBOITES). Soit (X,7) un espace compact. Toute suite décroissante (Fy,)nen de
fermés non vides de X a une intersection non vide.

Démonstration. Par 'absurde, supposons (| F,, = &. D’aprés ce qui précéde, il existe J < N fini tel que
neN

() F, = @. Comme J est fini, on peut prendre ny = max(J), alors F,, = (| F, = &, on a donc une
neJ neJ
contradiction. |

Exemple 3.1.6. (1) Tout ensemble fini avec la topologie discréte est compact.
(2) L’ensemble R n’est pas compact puisque R = [ J ]n,n+2[ et on ne peut pas extraire de sous-recouvrement

nez
fini.

3.2 Compacité des espaces métriques

Dans un espace métrique, on veut caractériser la compacité avec des suites.

Définition 3.2.1. Soit (z,)nen une suite dans un espace topologique (X, 7). Une valeur d’adhérence de la suite
(Zn)nen est un point z € X tel que pour tout voisinage V' € V(x), il existe une infinité d’indices n € N tel que
T, €V ie.

(VVeV(z) (YneN) GN=n) zyeV.

On dit que (2j(n))neN est une sous-suite de (x,)nen lorsque k: N — N est strictement croissante.

Théoréme 3.2.2 (BOLZANO-WEIERSTRASS). Soit (X, d) un espace métrique. Les trois assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) L’ensemble X est compact.

(ii) Toute suite de X admet une valeur d’adhérence.

(iii) (compacité séquentielle). De toute suite (x,)nen de X, on peut extraire une sous-suite convergente.

On a besoin d’un résultat intermédiaire pour démontrer ce théoréme.
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Lemme 3.2.3 (DE LA MAILLE). Soit (X, d) un espace métrique vérifiant la compacité séquentielle. Soit (U;)ier
un recouvrement ouvert de X. Il existe alors p > 0 tel que pour tout € X, la boule B(x, p) est incluse dans
I'un des U; :

(Vee X) Fiel) B(x,p) cU.

Démonstration. Par 'absurde, supposons que pour tout n € N+, il existe z, € X tel que B(:cn, %) ne soit
incluse dans aucun des U;. On applique I'hypothese (iii) & la suite (2, ) en. Elle admet une sous-suite (24(,))nen
convergente vers ¢ € X. Il existe i € I tel que £ € U; avec U; ouvert, donc il existe € > 0, tel que B(¢,¢) < U;.
On écrit la définition de la limite : il existe ng € N tel que pour tout n > ng, d(zy(,),£) < §5. Prenons n > ng
assez grand pour que ﬁ < 5. On a alors B(rk(n), ﬁ) c B(¢,e) c U;. En effet, si y € B(zk(n), ﬁ), alors :

1 e € €
d(y,l) < d(y, Tp(n AT l) < ——+ =< =+ = =
(y,£) < d(y, Ti(ny) + d(@h(n) )<k(n)+2 5T 5=¢
ce qui contredit la définition de (z,)n,en. Ainsi, il existe n; € N~g tel que pour tout z € X, B(:c, n%) est incluse
dans I'un des U;. On prend p = n% O

Démonstration du théoréme 3.2.2. (i) = (ii). On suppose que X est compact. Soit (z,,)nen une suite de X. On

considére X, = {xy; k> n}. On a X,,+1 = X,,. On prend l'adhérence X, 41 = X,,. La suite (X, )nen est donc

une suite décroissante de fermés non vides. On applique la proposition 3.1.5 et on peut choisir z € [ X,.
nelN

On vérifie que z est une valeur d’adhérence de (z,)nen. Soit V € V(x) et soit n € N, alors z € X,,, donc
X, nV # @. 1l existe donc k = n tel que zy € V.

(ii) = (iii). Soit (zn)nen une suite de X. Par hypothése, (2, )nen admet une valeur d’adhérence ¢ € X. La boule
B(¢,1) est un voisinage de ¢, donc il existe k(1) € N tel que x4y € B(¢,1). Supposons k(n — 1) construit pour
n = 2. La boule B(Z, %) est un voisinage de ¢, donc il existe k(n) > k(n — 1) tel que z,) € B(f, %) Par récur-
rence, on a une sous-suite (Zy(n))neN-, telle que pour tout n = 1, d(zy(n), £) < L. La sous-suite (Zj(,))neN-,
converge alors vers ¢ (on a utilisé que £ admet une base dénombrable de voisinages).

(iii) = (i). On suppose (iii). L’ensemble X est séparé puisque c’est un espace métrique. Soit (U;);e; un recouvre-
ment ouvert de X. D’aprés le lemme de la maille, il existe p > 0 tel que : (Vx € X) (Ji, € I) B(z,p) c U,,. La
famille (B(z, p))zex est un recouvrement de X. Par 'absurde, supposons qu’il n’admet pas de sous-recouvrement

fini. On construit une suite (z,)nen par récurrence. On choisit g € X. Soit n > 0, supposons zo,..., Ty

n n
construits. L’ensemble [ J B(zy,p) ne recouvre pas X. On choisit z,+1 € X\ |J B(xg,p). Par construction,

d(xpn, k) = p pour tout n,k tel que n > k. On utilise (iii), la suite (z,)nen admet une sous-suite (T4(y))neN
convergente vers £ € X. Pour tout n assez grand, d(xjmny,f) < § et d(zy(n41),¢) < §. Pour un tel n, on a

[N

P < d(Zpnt1), Thn)) < ATpnt1), ) +dl, o)) < g +5=0p

donc on a une contradiction. Ainsi, il existe M < X fini tel que X = |J B(z, p). Mais B(z, p) < U,,, donc
zeM
X=UU,. O

x

zeM

Remarque 3.2.4. (1) Pour (i) = (ii), on n’a pas besoin de la structure métrique : la propriété (ii) est vraie
dans tout espace topologique compact. En revanche, pour (ii) = (iii), on utilise que tout point admet une base
dénombrable de voisinages. Enfin, (iii) = (i) repose sur le lemme de la maille qui se formule explicitement avec
une distance.

(2) Une conséquence du théoréme est que le lemme de la maille s’applique & tout espace métrique compact.

Corollaire 3.2.5. Tout espace métrique compact est séparable.

1
' ) ) zeX est un recouvrement

(avec J,, fini). L’ensemble |J J,, est
neN~q

alors une partie dénombrable et est dense dans X. En effet, soit y € X et ¢ > 0. On prend n € N+ tel que

% <e. Onaalorsye J B(x 1), donc il existe x € J,, tel que d(y,x) < % < e. Ainsi, z € B(y, €). O

'
xeJ,

Démonstration. Soit (X, d) un espace métrique compact. Soit n € N, (B(x

ouvert de X. On en extrait un sous-recouvrement fini (B(J:, %))me J

Voyons un exemple fondamental qui justifie 'intérét de cette notion de compacité.

Théoréme 3.2.6. Tout segment [a,b] de R, avec (a,b) € R* est compact.
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Démonstration. Montrons la compacité séquentielle de Bolzano-Weierstrass. Soit (2, )nen une suite de [a, b].
On veut extraire une sous-suite (xk(n))neN convergente par une méthode de dichotomie. On construit deux
suites (an)nen €t (by)nen par récurrence de sorte que pour chaque n, il existe une infinité d’indices k € N tel
que Zg € [an,by]. On prend ag = a, by = b et k(0) = 0. Soit n € N. On suppose a,, b, et k(n) construits. On
prend k(n + 1) > k(n) tel que oy(,41) € [an,bn]. On pose ¢, = %. S’il y a une infinité d’indices k tel que
2k € [an,cy], alors on prend a,11 = ap, byr1 = ¢,. Sinon, on prend a, 41 = ¢, et by = b,. On construit
ainsi deux suites (an)nen €t (bn)nen adjacentes : (an)nen croissante, (by)nen décroissante et (an, — by )neN
converge vers 0 car b, —a, = b;na. Par la propriété de la borne supérieure dans R, les suites (ap,)nen €t (bn)nen
convergent et ont méme limite, donc (Zj(n))neN converge aussi vers cette limite puisque pour tout n € N,

3.3 Propriétés des compacts

Proposition 3.3.1. Dans un espace topologique séparé, une partie compacte est toujours fermée.

Démonstration. Soit (X, T) un espace topologique séparé et K un compact de X. Vérifions que X\ K est ouvert.
Soit € X\K. Pour tout y € K, on sépare x et y : il existe V, € V(z) et U, € V(y) tel que V, nU, = @.
La famille (Uy)yex est alors un recouvrement ouvert du compact K. On extrait un sous-recouvrement fini :

(Uy)yes, avec J < K fini. On considére W = (1) Vj;, qui est un voisinage de x, par intersection finie de voisinages
yeJ

de z. Par construction, W < X\ K, c’est donc voisinage de tous ses points, c’est donc un ouvert. O

Proposition 3.3.2. Si (X,7) est compact et F' fermé dans X, alors F' est compact.

Démonstration. Tout d’abord, F' est séparé. Soit (U;);er un recouvrement ouvert de F. Posons V. = X\F
qui est ouvert, alors X = V u ( U Ui). Comme X est compact, on peut extraire un sous-recouvrement fini,
iel
X=VU(UU1) avec J fini. OnaalorsFCVu(UUi) et méme Fc |JU;car FnV =@. O
ieJ e ieJ
Corollaire 3.3.3. (i) Dans un espace topologique compact, les compacts sont les fermés.
(ii) Une partie de R est compact si et seulement si elle est fermée bornée.

Démonstration. (i) Exercice.

(ii) ® Soit A un compact de R, alors A est fermé par la proposition 3.3.1. Par ailleurs, A < | J ] —n,n[ qui est
n=1
un recouvrement ouvert de R. Comme A est compact, on en extrait un sous-recouvrement fini: A < |J |—n,n[
neJ
avec J < Ny fini. Prenons ng = max(J), alors A € | — ng, ng[, donc A est bornée.

e Soit A une partie fermée bornée. Comme A est bornée, il existe m > 0 tel que A < |J [—m,m]. On a que
neJ
[—m,m] est compact et A est fermé dans [—m, m], donc A est compact par la proposition 3.3.2. O

Proposition 3.3.4. Dans un espace topologique séparé, une union finie de compacts est compacte.

Démonstration. Soit (X,T) un espace topologique séparé. Soient Ki,..., K, des compacts de X. Il est déja
clair que K = Ky u---U K, est séparé car X 'est. Soit (U;);es une famille d’ouvert de X tel que CJ K, JU,.
Fixons k € [[1,n]. On a alors Kj, c | J U; et comme K}, est compact, il existe J, < I fini tel qlfe:}(k c GI U;.

el 1€Jg

n
On prend J = | J Ji (fini car réunion finie de parties finies), on a donc | J Ky < |J U, ce qui conclut. O
k=1 kel[1,n] ieJ

Théoréme 3.3.5 (TYCHONOFF). Un produit fini d’espaces topologiques compacts est compact.

Démonstration. 11 suffit de le vérifier pour le cas d’un produit de deux compacts. Soient (X,7) et (V,T")
compacts. On a déja vu que X x Y est séparé. Soit (O;);er un recouvrement ouvert de X x Y. Pour tout
(z,y) € X x Y, il existe i(, ) € I tel que (z,y) € O;, . Cest un voisinage de (z,y), donc il existe un ouvert
élémentaire U, ,, x V, ,, avec U, ,, ouvert de X et V, , ouvert de Y, tel que (x,y) € Uy y x Vyy C Oi,.,,- On fixe
x € X. L’ensemble (Vx’y)yey est alors un recouvrement ouvert de Y, qui est compact : il existe donc J, < Y
tel que Y = J Vi, avec J, fini. On pose W, = () U,,. C’est un voisinage ouvert de z car J, est fini.
yeJ YEJ
L’ensemble (W, )zex est un recouvrement ouvert de X, qui est compact : il existe donc M < X fini tel que
X = |J W,. On a alors
zeM
XxY=|JWoxY =[] |JWexVa,

zeM zeM yeJ,

(e U U Uac,y X Vx,y = U U Oi(wyy)'

xeM yed, xeM yed,
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On a bien construit un sous-recouvrement fini de (O;);e; puisque M et J,, sont finis. O]
n

Corollaire 3.3.6. Les pavés [ ] [as,b;], avec (a,b) € R?, de (R?, | - |l») sont compacts.
i=1

Démonstration. La norme | - |4 induit la topologie produit et chaque segment [a;, b;] est compact dans R. [
Corollaire 3.3.7 (BOREL-LEBESGUE). Une partie de R" est compacte si et seulement si elle est fermée bornée.

Démonstration. De la méme maniére que dans R, on munit R" de la norme | - ||s.

e Soit A un compact de R", alors A est fermé par la proposition 3.3.1. De plus, A ¢ R" = |J B(0,k).
keN-
On extrait un sous-recouvrement fini : il existe J < Ns¢ fini tel que A < |J B(z,k). Si on pose kg =

keJ
max(J), alors A < B(0, ko). B
e Soit A fermée bornée. Il existe r € R~q tel que A < B(0,r) = [—r,7]™ qui est compact par le corollaire 3.3.6.
Enfin, A est fermé donc A est compact par la proposition 3.3.2. O

Remarque 3.3.8. Attention! Cette caractérisation est fausse dans les espaces métriques généraux. Elle est déja
fausse pour les espaces vectoriels normés de dimension infinie.

3.4 Fonctions continues et compacité

Théoréme 3.4.1. Soient (X, 7) et (Y,7') deux espaces topologiques avec Y séparé et K un compact de X.
L’image d’un compact par une application continue de K dans Y est compacte.

Démonstration. Soit f: X — Y continue. Soit K un compact de X. L’image f(K) est séparé puisque Y l'est.
Soit (U;)er un recouvrement ouvert de f(K). On a alors K < | J f~(U;) et pour tout i € I, f~(U;) est ouvert,

iel
d’ott U; est ouvert. Comme K est compact, on peut extraire un sous-recouvrement fini : il existe J < I fini tel
que K < |J f71(U;), alors f(K) < |J U; qui est bien un sous-recouvrement fini de (U;);er et donc f(K) est
ieJ ieJ
compact. O
Corollaire 3.4.2. Toute application continue sur un espace topologique compact non vide a valeurs dans R est
bornée et atteint ses bornes.

Démonstration. Soit (X, T) compact non vide et f: X — R continue. D’aprés le théoréme 3.4.1, f(X) est un

compact de R, donc un fermé borné. En particulier, f est bornée. Par les propriétés de R, on peut définir

a:= in)f({f(x)} et b:= sup{f(z)}. Comme f(X) est fermé, on a a,b e f(X), donc les bornes sont atteintes. [
e zeX

Remarque 3.4.3. Attention! Il est faux de dire que l'image réciproque d’un compact par une application
continue est compacte. Par exemple :

f: RP>R
(z,y) — x
et f71([0,1]) = [0,1] x R n’est pas compacte (car pas bornée). En revanche, c’est toujours un fermé.

Corollaire 3.4.4. Soit f: X — Y une application continue bijective, avec X compact et Y séparé. L’application
f est alors un homéomorphisme.

Démonstration. On doit vérifier que f~! est continue. Soit F un fermé de X. Etudions (f~)~' : I'application f
est bijective, donc (f~1)"}(F) = f(F). L’ensemble X est compact et F est fermé dans X, donc F est compact
par la proposition 3.3.2. D’aprés le théoréme 3.4.1, comme Y est séparé, alors f(F') est compact, d’ot f(F) est
fermé par la proposition 3.3.1. O
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4 Espaces métriques complets

Jusqu’a présent, on pouvait parler de la convergence d’une suite seulement quand on connaissait a priori
la limite. La complétude est une notion métrique qui permet de prédire I'existence d’une limite & partir de
propriétés de la suite.

Dans tout ce chapitre, on se place dans le cadre d’un espace métrique (X, d).

4.1 Suite de Cauchy, espaces complets, exemple fondamental

Définition 4.1.1. On dit qu’une suite (z,,),en d’un espace métrique (X, d) est de Cauchy lorsqu’elle vérifie :
(Ve >0) (AN eN) (Vn,m = N) d(xp,xTm) <e.
Proposition 4.1.2. Une suite de Cauchy est toujours bornée.

Démonstration. Soit (2, )nen une suite de Cauchy de (X, d). On applique la définition avec ¢ = 1 : (3N € N)
(Yn= N) (Ym = N) d(zp,xm) < 1. On prend M = max(1,d(zg,zn),.-.,d(xN_1,2N)). On a alors pour tout
neN :d(z,,zy) < M. O

Proposition 4.1.3. Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente est convergente.

Démonstration. Soit (2,)nen une suite de Cauchy de (X, d). On suppose que I'on a une sous-suite (Zj(n))neN
qui converge vers £ € X. Soit € > 0. On écrit que (2, )nen est de Cauchy : (3N € N) (Vn = N) (Vm = N)
d(Tn, ) < 5. On écrit aussi que (T (n))nen converge : (Ing € N) (Yn = ng) d(2gn), £) < 5. On choisit ny > ng
tel que k(n1) = N. On a alors pour n = N :

5

d(2n, £) < d(Tp, Tpn)) + d(Tpen), £) < % + 5 =¢

Proposition 4.1.4. Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration. Soit (zy,)nen une suite de Cauchy de (X, d) qui converge vers £ € X. Soit € > 0. Il existe N e N
tel que pour tout n > N, d(z,,¢) < 5. Soient n > N et m > N, alors
d(zp, Tm) < d(zp, l) +d(l, zy) <

+-=c

N ™

Un espace métrique complet est un espace ot la réciproque de cette proposition est vraie.

Définition 4.1.5. On dit que l'espace métrique (X, d) est complet lorsque toute suite de Cauchy de X converge.
Notre exemple fondamental est donc :

Théoréme 4.1.6. L’ensemble R est complet.

Démonstration. Soit (z,,)nen une suite de Cauchy de R. Cette suite est donc bornée : il existe M = 0 tel
que pour tout n € N, |z,| < M. De plus, (,)nen est une suite de [—M, M] qui est compact. Par Bolzano-
Weierstrass, on peut extraire une sous-suite convergente (xk(n))neN. La proposition 4.1.3 donne la convergence
de toute la suite. O

Remarque 4.1.7. On peut démontrer ce résultat sans argument de compacité, en revenant a la propriété de la

borne supérieure. (Il suffit de montrer que y, = supx, et z, = inf x, sont adjacentes, & faire en exercice).
p=n p=n

Exemple 4.1.8. L’ensemble Q n’est pas complet : on peut approcher un irrationnel r € R\ Q par une suite
(n)nen de rationnels. La suite (x,)nen est de Cauchy dans R, donc aussi dans Q, mais r ¢ Q, la suite ne
converge donc pas dans Q.

Théoréme 4.1.9. Si X est un ensemble et (Y,d') est un espace métrique complet, alors Fp,(X,Y) muni de la
distance dy, de la convergence uniforme est complet.
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Démonstration. Soit (fn)nen une suite de Cauchy de (Fp(X,Y),dy) :
(Ve >0) (AN eN) (Vm,n = N) do(fn, fm) <e.

On fixe z € X. Pour (m,n) € N%, on a

d'(fn(as),fm(x)) < dOO(fn7fm)'

La suite (f(2))nen est donc de Cauchy dans Y qui est complet. Elle converge vers une limite f(z) € Y. On a
construit f: X — Y. Vérifions que f est bornée. Par définition, si (f,,)nen est de Cauchy, on a avec e = 1 :

(AN1 e N) (Vn,m = N1)  doo(fr, frm) < 1.
Soit yg € Y. Pour x € X et n = Ny, on a

d'(fa(2),y0) < d'(fu(2), fn, () + d'(fn5, (2), 90)
(fr, fn) + doo(fy> yo0)

0
w(fNuyO) + 1

A NN

d
d
d

On fait tendre n vers +oo :
d'(f(z),y0) < deo(fny s y0) + 1.

Ceci est vrai pour tout € X. On sait que f est bornée et on vérifie que (f,)nen converge vers f pour dy. Soit
e > 0. La suite (f,)nen est de Cauchy : (AN € N) (VYn,m = N) doo(fin, fn) <. Soit z € X. Pour n,m > N :

d'(fu (@), fr(2)) < doo(fims ) <&

On fait tendre m vers +00 : d'(f(z), fn(x)) < e. Ceci est vrai pour tout x € X, donc dg (fn, f) < . On a prouvé
que lirf fn = f pour de. O
n——+0o0

4.2 Propriétés des espaces complets

Proposition 4.2.1. Dans un espace métrique complet (X, d), un sous-ensemble est complet (avec la métrique
induite) si et seulement si il est fermé.

Démonstration. Soit F une partie de X.

e On suppose F fermé. Soit (2, )nen une suite de Cauchy de (F,dp). La suite (2, )nen est alors de Cauchy dans
X qui est complet, donc elle converge vers un ¢ € X. Mais F' est fermé, donc £ € F' d’aprés la proposition 1.4.9
du chapitre 1.

e On utilise a nouveau la proposition 1.4.9 du chapitre 1. Soit (z,)nen une suite de F' qui converge dans X,
vers un £ € X. On veut montrer que £ € F'. On part de 'hypothése F' complet. La suite (2, )nen est de Cauchy
dans X, donc aussi dans F. L’ensemble F' est complet, donc (x,,)nen converge dans F. Par unicité de la limite
(car X est séparé), on en déduit £ € F' et on conclut que F est fermé. O

Corollaire 4.2.2. Si (X,7) est un espace topologique et (Y,d') un espace métrique complet, alors Cj(X,Y)
muni de dy, est complet.

Démonstration. On a déja vu que Cp(X,Y) est un fermé de F(X,Y). O
Proposition 4.2.3. Soit (X, d) un espace métrique. Une union finie de sous-espaces complets de X est compléte.

Démonstration. Soient Ay, ..., Ay des sous-espaces complets de X. Soit (z,,)nen une suite de Cauchy de B =
A1 U - U Ag, alors P'un des A; contient une infinité de termes de la suite : en effet, notons pour i € {1,..., k},
I;:={neN; x, € A;}. Onaalors que I; U---U I, = N qui est infinie, donc il existe ig tel que I;, soit infini. On
peut donc extraire une sous-suite (j(n))neN qui reste dans A;,. Ainsi, (74(,))nen est de Cauchy dans A;, qui
est complet, donc converge vers un ¢ € A;,. D’aprés la proposition 4.1.3, la suite (z,,)nen elle-méme converge
(vers £ € B). O

Proposition 4.2.4. Tout espace métrique compact est complet.

Démonstration. On suppose (X, d) un espace métrique compact. Soit (2, )nen une suite de Cauchy. On utilise
la compacité séquentielle. On peut extraire une sous-suite (2,))nen convergente. Avec la proposition 4.1.3, la
suite (Z,,)neN converge aussi. O

Proposition 4.2.5. Un produit fini d’espaces métriques complets est complet.
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Démonstration. Soit (X1,01),...,(Xk,0r) des espaces métriques complets. On munit X = X; x -+ x X, de la
distance dy, : si ¢ = (21,...,2;) et y = (y1,...,yx) sont dans X, on pose

do(z,y) = ieg?f}g}@(%ﬂﬂ-
Soit (zp)nen une suite de Cauchy de X. On note x, = (Zpn,,...,%n,). On a par définition : (Ve € Rxg)
(3N € N) (Vn,m = N) dop(xpn,xm) < €. Fixons ¢ € {1,...,k}, alors 61(zn,;, Tm,;) < do(Tn,Zm). La suite
(Zn, )nen est de Cauchy dans X;, qui est complet, donc elle converge vers un y; € X;. Ainsi, (2, )nen converge
vers y = (y1,...,yk) € X (déja vu dans la partie « topologie produit »). O

Exemple 4.2.6. Ainsi R",C", M, (R),M,,(C) et leurs parties fermés sont des espaces métriques complets.

4.3 Applications de la complétude

Définition 4.3.1. Soit (X, d) un espace métrique. Une application f: X — X est contractante lorsqu’il existe
un réel a € [0, 1] tel que pour tout (z,y) € X?,

d(f(x), f(y)) < a-d(z,y).

Remarque 4.3.2. Si f est contractante, alors elle est continue. En effet, si z € X et ¢ > 0, alors pour tout
y € B(z,e), on a
d(f(x), f(y) < a-d(z,y) < ac <e.

Théoréme 4.3.3 (DU POINT FIXE - PICARD). Soit (X, d) un espace métrique complet non vide et soit f: X — X
contractante. L’application f admet alors un unique point fixe x € X (i.e. f(x) = x). De plus, toute suite
récurrente (z,,)nen donnée par xg € X et z,41 = f(z,), converge vers x.

Démonstration. Unicité : Supposons que x et y soient points fixes de f. Par hypothése, il existe « € [0, 1] tel

que pour tout (u,v) € X2, d(f(u), f(v)) < a-d(u,v). En particulier, d(x,y) = d(f(z), f(y)) < o d(z,y). On

obtient alors (1 — a)d(z,y) < 0 d’ou d(x,y) =0et z = y.

Existence : Soit xg € X et (2, )nen la suite récurrente définie pour tout n € N par z,41 = f(x,). On va montrer
m—1

que la suite (2,)nen est de Cauchy. Soient (n,m) € N? avec m = n. On a d(xp,,z,) < Y. d(zpy1,Tr) avec

k

=n

donc
d(wy1, o) = d(f(2r), f(zR-1)) < o d(Tg, Tp—1)-

En itérant, on obtient d(zp,1,2r) < afd(z1,2). C’est vrai pour tout k > 0. On en déduit

—1 n_ om

m—1 m
a
d(Tpm, Tpn) < Z d(T41,x8) < Z ofd(xy, xg) = ——
k=n

d .
e I—o (z1,20)

n

Finalement, d(z,,z,) < 22—

—d(x1,0). La suite (%d(xl’xf’))n;o est décroissante et converge vers 0 dans R.

Soit € > 0. On choisit un N > 0 tel que %d(wl, xg) < €. D’aprés le calcul précédent, si m,n = N, alors

n N

«
d <
(1, 20) < 77—

(07

d mang
(T, @) T

d(x1,0) < &.

L’espace (X, d) est complet et on vient de vérifier que (z,,)nen est de Cauchy, donc cette suite converge vers un
z € X. On a pour tout n € N, z, 11 = f(x,). On fait tendre n vers +00. Comme f est continue en x, on trouve
z = f(x). O

Définition 4.3.4. Un espace topologique (X, T) est de Baire lorsque pour toute suite (U, )nen d’ouverts denses

dans X, l'intersection () U, est dense.
nelN

Remarque 4.3.5. (1) Attention! L’ensemble () U, n’est pas ouvert en général.
neN
(2) Par passage au complémentaire, on a « X est un espace de Baire si et seulement si toute union dénombrable

de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide ».

Exemple 4.3.6. L’ensemble Q muni de la distance usuelle n’est pas de Baire. En effet, Q est dénombrable. Soit

(rn)nen tel que Q = {r,; n € N}. On prend U, = Q\{r,} qui est ouvert dense dans Q. Mais (| U, = &, qui
neN
n’est pas dense.
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Théoréme 4.3.7. Les espaces métriques complets sont de Baire.

Démonstration. Soit (X, d) un espace métrique complet. Soit (U, )nen une suite d’ouverts denses de X. Montrons

que [ U, est dense. Soit V un ouvert non vide de X. On doit montrer que V n (| U, # @. Tout d’abord,
neN neN
Uy est dense, donc Uy NV # @. On choisit un zg € Uy n V. Les parties Uy et V sont ouvertes, donc Uy n V'

aussi : il existe ro > 0 tel que B(zg,r9) < Uy n V. Quitte & réduire rg, on peut demander que la boule fermée
B(x0,70) soit contenue dans Uy n V et que ro < 1. Par récurrence, on construit une suite (z,),en dans X et
une suite (r,)nen de Rxq telles que 7, < 7 et que pour tout n > 1, la boule fermée B(:vmrn) soit contenue
dans B(mn,l,rn,l) N U,. Les points xy et ro sont déja construits. Supposons Tn—1 et r,_1 construits pour
n = 1. L’ouvert U, est dense, donc U,, N B(xy—1,7—1) # &, on choisit x,, € U, n B(x,—1,7,—1) mais comme
U,, est ouvert, alors U N B(xp_1,7,_1) aussi : il existe 7, > 0 tel que B(x,,r,) < U, n B(x,_1,7,_1) et on
peut supposer r, < 2" On a B(x,,m,) B(:cn 1,Tn—1) : les (E(mn, rn))neN forment une suite décroissante. Si
m = n, alors x,, € B(zy, ) d.e. d(xp,T,) < 2—”. Soit € > 0. On choisit N > 0 tel que 2% <e. Pour myn>= N,
on a alors

A( X, Tn) € — < = <e.

La suite (2, )nen est de Cauchy dans X qui est complet, elle converge vers un Z € X. On réutilise que pour tout
m =n, T, € B(z,, ). A n fixé, on fait tendre m vers +00. On a alors 2 € B(x,,,7,) car B(xmrn) est fermé.

Par construction, B(z,,r,)  U,, donc € U, et B(xg,r9) = V, d’oit & € V. Finalement, ¥ € V n [\ U, qui
neN
est donc non vide. O]

Lemme 4.3.8. Soit (X, 7) un espace de Baire. Soit (F},)nen une suite de fermés telle que | J F,, = X. L’ouvert

nelN
| Int(F,) est alors dense dans X.
nelN

Démonstration. L’ensemble | J Int(F),) est un bien un ouvert comme union d’ouverts. Pour n € N, F,\ Int(F,)
neN

est un fermé, qui est d’intérieur vide : si U est son intérieur, alors U < F),\ Int(F},), donc U < F,, et UnInt(F,) =

@. Mais comme U < Int(F,) car U est ouvert, on a forcément U = @. La définition de Baire donne que

U (Fu\Int(F,)) est d’intérieur vide. On veut montrer que X\ |J Int(F,) est d’intérieur vide. Il suffit de

neN neN
vérifier que
X\ nt(F,) = (| (Fa\ Int(F)).
nelN nelN
Soit x € X\ |J Int(F},). On sait que X = |J F,, donc il existe ng € N tel que x € F,,, alors x ¢ |J Int(F,),

neN nelN neN
donc en partlcuher x ¢ Int(F,,). Ainsi,

2 € P \Int(Foy) < | (Fa\Int(Fy)).

neN

Voici une application du théoréme de Baire.

Proposition 4.3.9. Soit f,,: [a,b] — R une suite d’applications continues avec (a,b) € R? tel que a < b. On
suppose que (fn)n>0 converge simplement vers f sur [a,b]. L'ensemble des points oi f est continue est alors
dense dans [a, b].

Remarque 4.3.10. Attention! En général, f n’est pas continue sur [a, b].

Démonstration. Le segment [a,b] est compact donc complet. Il est donc également de Baire. Soit e > 0. Pour
n € N, on pose

F.n={xe[a,b]; (Ym =n) |fu(z) — fi(z)] <e}.

On remarque que |f,(z) — fm(2)| <e <z € (fn— fm) 1 ([—¢,¢€]) qui est fermé car f,, — f,, est continue et on a

Fe,n = ﬂ (.fn - fm)il([_sae])

m=n

qui est donc fermé. Vérifions que | J F:, = [a,b]. Soit z € [a,b]. La suite (f,(z))nen est de Cauchy dans R :
nelN
il existe N > 0 tel que pour tout n,m = N, |fn(z) — fu(z)| < . En particulier, x € F. y < |J F: . On peut
neN
appliquer le lemme 4.3.8 : G. = |J Int(F; ;) est un ouvert dense de [a, b]. On peut ré-appliquer le théoréme de
neN
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Baire : G = () Gy est dense dans [a,b]. Il reste a vérifier que si x € G, alors f est continue en z. Soit ¢ > 0.
k=1

On choisit k£ > 1 tel que % < 5. Onaalorsze Gy = |J Int(Fyy). Iexiste N > 0 tel que x € Int(Fy ). On
neN

remarque que si y € F} .y, alors pour tout m > N, |fx(y) — fm(y)| < 4 donc en faisant tendre m vers +0, on
trouve | fn(y) — f(y)| < % L’application fy est continue en x, donc il existe un voisinage W de z tel que pour
tout y € W, [fn(y) — fv(z)| < §. L'intersection Int(Fy ), n) N W est un voisinage de 2. Soit y € Int(Fy/p n) N W.

On a alors
fy) = f@)| < [fy) = v+ @) — [n(@)] + | fv(z) = f(2)]
< % + % + % <e.
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