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1 Espaces métriques, espaces topologiques
On va présenter dans ce chapitre les notions de bases de topologie : il s’agit de parler de limite et continuité

sur des espaces plus généraux que Rn.

1.1 Espaces métriques
La première idée pour définir limite et continuité sur un ensemble X est de mesurer l’écart entre deux points

de X. On introduit donc la notion de distance.

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application

d : X ˆ X Ñ R`

vérifiant pour tout px, y, zq P X3 :
(i) dpx, yq “ 0 ô x “ y ;
(ii) dpy, xq “ dpx, yq ; (symétrie)
(iii) dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq. (inégalité triangulaire)
Un espace métrique est un couple pX, dq où X est un ensemble et d une distance sur X.

Remarque 1.1.2. Sur R, on pose dpx, yq “ |x´y|. On appelle d la distance usuelle et R muni de cette distance
est un espace métrique.

Définition 1.1.3. Soit pX, dq un espace métrique. Soient x P X et r P Rą0.
(i) On appelle boule ouverte de centre x et de rayon r la partie : Bpx, rq “ ty P X; dpx, yq ă ru.
(ii) On appelle boule fermée de centre x et de rayon r la partie : Bpx, rq “ ty P X; dpx, yq ď ru.

Définition 1.1.4. (i) Soit pX, dq un espace métrique. On dit qu’une partie A de X est bornée lorsqu’il existe
x0 P X et r ą 0 tel que A Ă Bpx0, rq.
(ii) Soit X un ensemble et pY, dq un espace métrique. On dit qu’une application f : X Ñ Y est bornée lorsque
fpXq est bornée. On note FbpX,Y q le sous-ensemble des applications bornées.

Exemple 1.1.5. (1) Soit R muni de la distance usuelle dpx, yq “ |x ´ y|. Les boules sont des intervalles. Plus
précisément, si x P R et r ą 0, alors

Bpx, rq “ sx ´ r, x ` rr et Bpx, rq “ rx ´ r, x ` rs.

(2) Sur C, on remplace la valeur absolue par le module dpx, yq “ |x ´ y|C. La boule ouverte de centre x et de
rayon r est le disque ouvert de centre x et de rayon r et Bpx, rq est le disque fermée.
(3) Sur Kn avec K P tR,Cu, on définit des distances faisant intervenir les distances entre coordonnées. Soit
x “ px1, . . . , xnq et y “ py1, . . . , ynq dans Kn :

d1px, yq “

n
ÿ

i“1

|xi ´ yi| d2px, yq “

ˆ n
ÿ

i“1

|xi ´ yi|
2

˙1{2

d8px, yq “ max
iPt1,...,nu

|xi ´ yi|.

La distance d2 est appelée la distance euclidienne (pour vérifier l’inégalité triangulaire pour d2, on utilise
l’inégalité de Cauchy-Schwarz).
(4) Le produit fini d’espaces métriques : soient pX1, t1q, . . . , pXn, tnq des espaces métriques. On définit des
distances sur X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn. Soient x “ px1, . . . , xnq et y “ py1, . . . , ynq dans X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn. On pose :

d1px, yq “

n
ÿ

i“1

tipxi, yiq d2px, yq “

ˆ n
ÿ

i“1

tipxi, yiq
2

˙1{2

d8px, yq “ max
iPt1,...,nu

tipxi, yiq.

(5) Distance de la convergence uniforme sur FbpX,Y q : soit pY, tq un espace métrique et X un ensemble. On
définit une distance sur FbpX,Y q par :

p@pf, gq P FbpX,Y q2q dpf, gq “ sup
xPX

ttpfpxq, gpxqqu .

Les fonctions f et g sont bornées, donc fpXq Ă Bpx0, r0q et gpXq Ă Bpx1, r1q. De plus, pour x P X,

tpfpxq, gpxqq ď tpfpxq, x0q ` tpx0, x1q ` tpx1, gpxqq ď r0 ` tpx0, x1q ` r1

(indépendant de x). Le sup est bien défini.
(6) Distance triviale : soit X un ensemble, on peut le munir de la distance :

dpx, yq “

#

0 si x “ y

1 si x ‰ y

On a B
`

x, 1
2

˘

“ txu “ B
`

x, 1
2

˘

“ Bpx, 1q et Bpx, 1q “ X.
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Un exemple important d’espace métrique est le cas des espaces vectoriels normés. On considère maintenant
E un K-espace vectoriel.

Définition 1.1.6. On appelle norme sur E une application

} ¨ } : E Ñ R`

vérifiant pour tout px, yq P E2 et tout λ P K :
(i) }x} “ 0 ñ x “ 0 ; (définie positive)
(ii) }λx} “ |λ| ¨ }x} ; (homogénéité)
(iii) }x ` y} ď }x} ` }y}. (inégalité triangulaire)
Un espace vectoriel normé est un couple pE, } ¨ }q où E est un K-espace vectoriel et } ¨ } est une norme de E.

La proposition suivante précise en quel sens les espaces vectoriels normés sont des espaces métriques.

Proposition 1.1.7. Si pE, } ¨ }q est un espace vectoriel normé, alors

d : E ˆ E Ñ R`

px, yq ÞÑ }x ´ y}

définit une distance sur E.

Démonstration. Il suffit de vérifier les trois axiomes.
‚ Si dpx, yq “ 0, alors }x ´ y} “ 0, donc x ´ y “ 0 puis x “ y. Réciproquement, dpx, xq “ }x ´ x} “ }0} “ 0.
‚ Pour la symétrie,

dpy, xq “ }y ´ x} “ }p´1qpx ´ yq} “ | ´ 1| ¨ }x ´ y} “ dpx, yq.

‚ Pour l’inégalité triangulaire,

dpx, zq “ }x ´ z} “ }x ´ y ` y ´ z} ď }x ´ y} ` }y ´ z} “ dpx, yq ` dpy, zq.

Exemple 1.1.8. (1) Le module | ¨ | sur K est une norme sur K vu comme K-espace vectoriel.
(2) Sur Kn, les distances d1, d2, d8 introduites précédemment sont associées à des normes :

}x}1 “

n
ÿ

i“1

|xi| }x}2 “

ˆ n
ÿ

i“1

|xi|
2

˙1{2

}x}8 “ max
iPt1,...,nu

|xi|

pour x “ px1, . . . , xnq P Kn.
(3) Norme de la convergence uniforme sur FbpX,Kq : soit X un ensemble, FbpX,Kq est alors un sous-espace
vectoriel de KX (exercice). On le munit de la norme

}f}8 “ sup
xPX

|fpxq|.

La distance associée à } ¨ }8 est clairement la distance de la convergence uniforme sur FbpX,Kq. Si X “ rr1, nss,
on retrouve la norme } ¨ }8 définie ci-dessus.

Soit pX, dq un espace métrique.

Définition 1.1.9. On appelle ouvert de X toute partie U de X vérifiant

p@x P Uq pDr P Rą0q Bpx, rq Ă U.

Pour conclure cette section, on donne des propriétés des ouverts, qui vont définir l’axiomatique pour les
espaces topologiques.

Proposition 1.1.10. On a les propriétés suivantes :
(i) Les ensembles ∅ et X sont des ouverts.
(ii) Une union quelconque d’ouverts est un ouvert.
(iii) Une intersection de deux ouverts est un ouvert.

Démonstration. (i) L’ensemble ∅ est ouvert de façon évidente et si x P X, alors Bpx, rq Ă X, donc X est ouvert.
(ii) Soit pUiqiPI une famille d’ouverts. Soit x P

Ť

iPI

Ui. Il existe i0 P I tel que x P Ui0 qui est ouvert, donc il existe

r P Rą0 tel que Bpx, rq Ă Ui0 . On a alors Bpx, rq Ă Ui0 Ă
Ť

iPI

Ui.

(iii) Soient U1 et U2 deux ouverts et x P U1XU2. Il existe r1 ą 0 et r2 ą 0 tels que Bpx, r1q Ă U1 et Bpx, r2q Ă U2.
Si on prend r “ minpr1, r2q, alors r ą 0 et Bpx, rq Ă U1 X U2.
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Remarque 1.1.11. Dans pR, | ¨ |q, l’intersection infinie d’ouverts n’est pas un ouvert. Par exemple,

č

nPNą0

B

ˆ

0,
1

n

˙

“ t0u

n’est pas ouvert.

On arrive à la notion d’espaces topologiques. On oublie la notion de distance et on se donne T un ensemble
de partie de X vérifiant les propriétés de la proposition précédente.

1.2 Espaces topologiques
Définition 1.2.1. Soit X un ensemble. Une topologie sur X est un ensemble T de parties de X, appelées ouverts,
vérifiant :
(i) les ensembles ∅ et X sont des ouverts : ∅ P T et X P T ;
(ii) une union quelconque d’ouverts est un ouvert : si pUiqiPI est une famille d’éléments de T , alors

Ť

iPI

Ui P T ;

(iii) une intersection de deux ouverts est un ouvert : si U1 P T et U2 P T , alors U1 X U2 P T .
Un espace topologique est un couple pX, T q où X est un ensemble et T une topologie sur X.

Remarque 1.2.2. Dans la définition 1.2.1, par récurrence, l’axiome (iii) peut se formuler « une intersection finie
d’ouverts est un ouvert ».

Soit pX, dq un espace métrique.

Définition 1.2.3. La topologie induite par d est :

T d “ tU P PpXq; p@x P Uq pDr ą 0q Bpx, rq Ă Uu.

Il est clair que c’est une topologie.

Proposition 1.2.4. Dans un espace métrique pX, dq, toute boule ouverte est un ouvert.

Démonstration. Soit Bpx0, rq une boule ouverte avec x0 P X et r ą 0. Soit x P Bpx0, rq. Par définition,
dpx, x0q ă r. On prend ε “ r ´ dpx, x0q. Il est clair que ε ą 0 et Bpx, εq Ă Bpx0, rq. En effet, soit y P Bpx, εq. On
a

dpy, x0q ď dpy, xq ` dpx, x0q ă ε ` dpx, x0q “ r

d’où y P Bpx0, rq.

Corollaire 1.2.5. Soit U une partie de X. La partie U est un ouvert de X si et seulement si U est une union de
boules ouvertes.

Démonstration. ‚ On suppose U ouvert, donc par définition : p@x P Uq pDrx ą 0q Bpx, rxq Ă U . On a alors
directement U “

Ť

xPU

Bpx, rxq.

‚ On suppose que U est une union de boules ouvertes. Chaque boule ouverte est un ouvert. Par l’axiome (ii) de
topologie, U est un ouvert.

Retournons au cas général :

Définition 1.2.6. Soit pX, T q un espace topologique, on appelle fermé toute partie de X dont le complémentaire
est ouvert. Notons F l’ensemble des fermés de X.

Les axiomes de topologie donnent par passage au complémentaire les propriétés suivantes des fermés.

Proposition 1.2.7. On a les propriétés suivantes :
(i) les ensembles X et ∅ sont des fermés ;
(ii) une intersection quelconque de fermés est un fermé ;
(iii) une union finie de fermés est un fermé.

Proposition 1.2.8. Dans un espace métrique pX, dq, toute boule fermé est un fermé.

Démonstration. Soit Bpx0, rq une boule fermée. On doit vérifier que U “ XzBpx0, rq est ouvert. Soit x P U ,
alors dpx, x0q ą r. Prenons ε “ dpx, x0q ´ r, il est clair que ε ą 0. Vérifions que Bpx, εq Ă U . Soit y P Bpx, εq,
on a par définition dpx, yq ă ε. On a alors

dpx, x0q ď dpx, yq ` dpy, x0q ă dpy, x0q ` ε

donc dpy, x0q ą dpx, x0q ´ ε “ r, d’où y P U .
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Exemple 1.2.9. (1) Dans R, les intervalles fermés ra, bs pour pa, bq P R2 et a ď b, sont fermés.
(2) Les intervalles s ´ 8, bs et ra,`8r sont fermés, comme complémentaire des ouverts sb,`8r et s ´ 8, ar.
(3) En revanche, r0, 1r n’est ni ouvert ni fermé.
(4) Topologie discrète : Soit T “ PpXq. Toutes les parties de X sont ouvertes. C’est la topologie induite par
la distance triviale. Pour vérifier si une topologie donnée est discrète, il suffit de vérifier que tous les singletons
sont ouverts. Par exemple, Z muni de la distance usuelle d : px, yq Ñ |x ´ y| est discret (en effet, si n P Z, alors
Bpn, 1q “ tnu).
(5) Topologie grossière : Soit T “ t∅, Xu. C’est la topologie qui a le moins d’ouverts possibles. On verra plus
tard que si X a au-moins deux éléments, cette topologie n’est pas métrisable (au sens suivant).

Définition 1.2.10. On dit qu’une topologie T dans un ensemble X est métrisable lorsqu’il existe une distance
sur X qui induit la topologie T .

Définition 1.2.11. Soit pX, T q un espace topologique et x P X. Un voisinage de x est une partie V de X
contenant un ouvert contenant x. On note Vpxq l’ensemble des voisinages de x. Autrement dit :

Vpxq “ tV P PpXq; pDU P T q x P U Ă V u.

Proposition 1.2.12. Si pX, dq est un espace métrique et x P X, on a :

Vpxq “ tV P PpXq; pDr P Rą0q Bpx, rq Ă V u.

Démonstration. ‚ Soit V un voisinage de x. Il existe un ouvert U tel que x P U Ă V . Comme U est ouvert, il
existe r ą 0 tel que Bpx, rq Ă U , d’où Bpx, rq Ă V .
‚ Soit V une partie de X vérifiant : pDr ą 0q Bpx, rq Ă V . La boule Bpx, rq est alors un ouvert contenant x et
contenu dans V , d’où V est un voisinage de x.

On peut caractériser les ouverts à l’aide des voisinages.

Proposition 1.2.13. Soit pX, T q un espace topologique. Une partie V est ouverte si et seulement si elle est
voisinage de chacun de ses points. Autrement dit :

V P T ô p@x P V q V P Vpxq.

Démonstration. ‚ Évident.
‚ On suppose que si x P V , alors V P Vpxq. Pour x P V , il existe un ouvert Ox tel que x P Ox Ă V . On a alors
V “

Ť

xPV

Ox qui est ouvert comme réunion d’ouverts.

Lemme 1.2.14. Soit pX, T q un espace topologique et soit x P X. Une intersection finie de voisinages de x est
un voisinage de x.

Démonstration. Soient V1, . . . , Vn des voisinages de x. Pour chaque i P rr1, nss, il existe Ui P T tel que x P Ui Ă Vi.
On a alors

x P

n
č

i“1

Ui Ă

n
č

i“1

Vi

et
n
Ş

i“1

Ui est un ouvert de X.

Dans un espace métrique, il n’est pas toujours facile d’identifier les ouverts, mais il est facile de décrire les
boules ouvertes et on sait que tout ouvert est union de boules ouvertes.

C’est une situation générale : dans un espace topologique, on peut avoir des ouverts simples à décrire et qui
« engendrent » tous les ouverts par union quelconques. Cela motive la définition suivante.

Définition 1.2.15. Soit pX, T q un espace topologique. On dit qu’un ensemble B d’ouverts est une base d’ouverts
lorsque tout ouvert de X peut s’écrire comme union d’éléments de B.

On a un critère pour savoir si un ensemble B Ă PpXq est la base d’ouverts d’une topologie.

Proposition 1.2.16. Soient X un ensemble et B Ă PpXq un ensemble de parties de X. L’ensemble B est une
base d’ouverts d’une topologie T B si et seulement si :
(i) on a X “

Ť

BPB
B.

(ii) si B1 et B2 sont deux éléments de B, alors B1 X B2 est une union d’éléments de B.
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Démonstration. ‚ Évident car X P T B et pB1, B2q P B2 implique que B1 X B2 P T B.
‚ On suppose (i) et (ii). On pose T B = « l’ensemble des unions d’éléments de B ». On doit vérifier que T B est
une topologie : ∅ P T B est trivial et X P T B par (i). Soit pUiqiPI une famille d’éléments de T B. Chaque Ui

est une union d’éléments de B, donc
Ť

iPI

Ui aussi. Soit U1 et U2 deux éléments de T B. On écrit : U1 “
Ť

iPI

Bi et

U2 “
Ť

jPJ

B1
j , donc

U1 X U2 “
ď

pi,jqPIˆJ

pBi X B1
jq.

On a alors U1 X U2 P T B.

De façon similaire, on introduit la notion de base de voisinages.

Définition 1.2.17. Soit pX, T q un espace topologique et x P X. On dit que B Ă Vpxq est une base de voisinages
de x lorsque tout voisinage de x contient un élément de B :

p@V P Vpxqq pDB P Bq B Ă V.

Proposition 1.2.18. Si pX, dq est un espace métrique, alors :
(i) tout point x P X admet une base dénombrable de voisinages : Bx “

␣

B
`

x, 1
n

˘

; n P Ną0

(

;
(ii) B “

␣

B
`

x, 1
n

˘

; pn P Ną0q px P Xq
(

est une base d’ouverts de X.

Démonstration. (i) Soit V un voisinage de x. Il existe r ą 0 tel que Bpx, rq Ă V . On choisit un entier n tel que
1
n ď r i.e. n ě 1

r . On a alors B
`

x, 1
n

˘

Ă Bpx, rq Ă V .
(ii) Soit U un ouvert de X. L’ouvert U est voisinage de chacun de ses points puisque pour chaque x P U , il
existe nx P Ną0 tel que B

`

x, 1
nx

˘

Ă U . On a alors

U “
ď

xPU

B

ˆ

x,
1

nx

˙

.

Remarque 1.2.19. La propriété (i) est une propriété importante des espaces métriques. Elle n’est pas vraie
dans les espaces topologiques en général.

On va définir la notion de sous-espace topologique, en précisant quelle topologie on met sur un sous-ensemble.

Définition 1.2.20. Soit pX, T q un espace topologique et A une partie de X. On appelle topologie induite par
T sur A la topologie :

T A “ tU X A; U P T u

et on vérifie facilement que c’est une topologie sur A. On dit que pA, T Aq est un sous-espace topologique de
pX, T q et on appelle U X A la trace de l’ouvert U sur A.

On vérifie facilement les propriétés suivantes.

Proposition 1.2.21. (i) Les fermés de A sont les traces des fermés de X :

FA “ tF X A; F P Fu.

(ii) Pour un point x P A, les voisinages de x pour la topologie T A sont les traces des voisinages de x pour T :

VApxq “ tV X A; V P Vpxqu.

(iii) Si B Ă A Ă X, la topologie induite par T A sur B n’est rien d’autre que la topologie T B induite par T sur
B :

T B “ tU X B; U P T u “ tU 1 X B; U 1 P T Au.

Démonstration. Exercice.

Définition 1.2.22. Soit pX, dq un espace métrique et soit A Ă X. On dit que le couple pA, dAq est un sous-espace
métrique de pX, dq lorsque dA “ d|AˆA.

On observe que d|AˆA est bien une distance sur A.

Proposition 1.2.23. Un sous-espace métrique est un sous-espace topologique.
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Démonstration. Soit pX, dq un espace métrique et A Ă X. Soit U une partie de A. On utilise l’équivalence

U est ouvert dans A ô U est une union de boules ouvertes de A.

On observe qu’une boule ouverte de A est la trace d’une boule ouverte de X : BApx, rq “ Bpx, rq X A. On a
donc :

U est ouvert dans A ô U est union de traces de boules ouvertes de X

ô U est la trace d’une union de boules ouvertes de X

ô U est la trace d’un ouvert de X.

Exemple 1.2.24. (1) La topologie induite sur Z par celle de R est la topologie discrète.
(2) On prend X “ R muni de la topologie usuelle et A “ r0, 2r. L’intervalle r0, 1r est alors un ouvert de A (car
r0, 1r “ s ´ 1, 1r X A) mais pas de R.
(3) De même, r1, 2r est un fermé de A pour la topologie induite (car r1, 2r “ r1, 3s X A) mais pas de R.

1.3 Adhérence, intérieur
Dans cette section, on travaille avec un espace topologique pX, T q.

Définition 1.3.1. Soit A une partie de X et x P X. On dit que x est adhérent à A lorsque tout voisinage de x
dans X contient un point de A.

Exemple 1.3.2. Dans R, si A “
␣

1
n ; n P Ną0

(

, alors 1
2 est adhérent à A. En fait, tout élément de A est

adhérent à A, mais 0 n’est pas dans A, il est néanmoins adhérent à A.

Définition 1.3.3. Pour une partie A de X, on appelle adhérence de A et on note A, l’ensemble des points
adhérents à A.

Proposition 1.3.4. L’adhérence A d’une partie A est le plus petit fermé de X contenant A. En fait on a :

A “
č

FPF,AĂF

F.

Démonstration. On montre d’abord la formule. Cela donnera le résultat puisque l’intersection de fermés est un
fermé. Soit x P X. On montre l’équivalence x R A ô x R

Ş

FPF,AĂF

F :

‚ On suppose x R A, il existe un voisinage V de x qui n’intersecte pas A. Il existe donc un ouvert U tel que
x P U Ă V . On prend F “ XzU fermé. En particulier, il contient A puisque U et A sont disjoints, on a donc
A Ă F et x R F , d’où x R

Ş

FPF,AĂF

F .

‚ On suppose x R
Ş

FPF,AĂF

F , il existe un fermé F contenant A tel que x R F , alors XzF est un voisinage ouvert

de x, qui n’intersecte pas A. On conclut alors que x R A.
Une fois que l’on a la formule, A est clairement un fermé contenant A et c’est même le plus petit fermé.

Corollaire 1.3.5. Une partie A de X est fermé si et seulement si A “ A.

Démonstration. Découle directement de la proposition précédente.

Corollaire 1.3.6. Si A et B sont deux parties de X, on a :

A Y B “ A Y B et A X B Ă A X B.

Démonstration. ‚ Montrons A Y B Ă A Y B : A Ă A et B Ă B donc A Y B Ă A Y B et A Y B est un fermé
contenant A Y B, donc il contient l’adhérence A Y B.
‚ Montrons A Y B Ą AYB : on a A Ă AYB Ă A Y B et A Y B est un fermé contenant A, donc il contient A.
De même, il contient B. On a alors A Y B Ą A Y B.
‚ Montrons A X B Ă A X B : on a A X B Ă A Ă A. De même A X B Ă B. On a alors A X B Ă A X B. C’est un
fermé contenant A X B, donc contient aussi A X B.

Exemple 1.3.7. Dans R muni de la topologie usuelle, prenons A “ r0, 1r et B “ s1, 2s. On a alors A X B “ ∅,
donc A X B “ ∅. Mais A “ r0, 1s et B “ r1, 2s donc A X B “ t1u.

Définition 1.3.8. Une partie A de X est dite dense dans X lorsque A “ X.
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Exemple 1.3.9. Les ensembles Q et R zQ sont denses dans R (muni de la topologie usuelle).

Définition 1.3.10. On dit qu’un espace topologique pX, T q est séparable lorsqu’il admet une partie dénombrable
et dense.

Exemple 1.3.11. Dans R, l’ensemble Q est dénombrable et dense, donc l’espace métrique R est séparable.

Définition 1.3.12. (i) Soit A une partie de X. On dit qu’un point x de A est intérieur à A lorsque A est un
voisinage de x.
(ii) L’intérieur d’une partie A de X est l’ensemble des points intérieurs à A, il est noté IntpAq.

Proposition 1.3.13. L’intérieur d’une partie A de X est le plus grand ouvert de X contenu dans A :

IntpAq “
ď

UPT ,UĂA

U

Démonstration. ‚ Soit x P IntpAq. Par définition, A est un voisinage de x. Il existe un ouvert U0 de X tel que
x P U0 Ă A, alors x P U0 Ă

Ť

UPT ,UĂA

U .

‚ Réciproquement, soit x P
Ť

UPT ,UĂA

U . Il existe un ouvert U tel que x P U et U Ă A, alors A est voisinage de

x et x P IntpAq.
‚ Avec la formule, on a que IntpAq est un ouvert contenu dans A et c’est même le plus grand ouvert de X
contenu dans A.

Corollaire 1.3.14. Une partie A de X est ouverte si et seulement si IntpAq “ A.

Démonstration. De façon analogue aux adhérences, cela découle de la proposition précédente.

Corollaire 1.3.15. Pour toute partie A de X, on a

Xz IntpAq “ XzA et XzA “ IntpXzAq.

Démonstration. On écrit
Xz IntpAq “ Xz

ď

UPT ,UĂA

U “
č

UPT ,UĂA

pXzUq.

On remarque que U est ouvert si et seulement si XzU est fermé : U Ă A ô XzA Ă XzU . On considère
F “ XzU . On a alors

č

UPT ,UĂA

pXzUq “
č

XzUPF,XzUĄXzA

pXzUq “
č

FĂF,FĄXzA

F “ XzA.

Utilisons la formule avec XzA au lieu de A : Xz IntpXzAq “ A. En passant au complémentaire, on a IntpXzAq “

XzA.

Corollaire 1.3.16. Pour deux parties A et B de X, on a :

IntpA X Bq “ IntpAq X IntpBq et IntpAq Y IntpBq Ă IntpA Y Bq.

Démonstration. ‚ Montrons que IntpA X Bq Ă IntpAq X IntpBq : on a IntpA X Bq Ă A X B Ă A et IntpA X Bq

est un ouvert contenu dans A, donc contenu dans son intérieur IntpAq. De même IntpA X Bq Ă IntpBq, d’où
IntpA X Bq Ă IntpAq X IntpBq.
‚ Montrons que IntpA X Bq Ą IntpAq X IntpBq : on a IntpAq Ă A et IntpBq Ă B, donc IntpAq X IntpBq Ă A X B
et IntpAq X IntpBq est un ouvert. On a donc IntpAq X IntpBq Ă IntpA X Bq.
‚ Montrons que IntpAq Y IntpBq Ă IntpAYBq : on a IntpAq Ă A Ă AYB mais IntpAq est un ouvert contenu dans
AYB, donc aussi contenu dans IntpAYBq. De même, IntpBq Ă IntpAYBq, d’où IntpAqYIntpBq Ă IntpAYBq.

Exemple 1.3.17. La dernière inclusion peut être stricte : dans R, prenons A “ r0, 1s et B “ r1, 2s. On a donc
IntpAq “ s0, 1r et IntpBq “ s1, 2r, d’où IntpAq Y IntpBq “ s0, 1rYs1, 2r. Mais AYB “ r0, 2s et IntpAYBq “ s0, 2r.

Définition 1.3.18. On appelle frontière d’une partie A de X l’ensemble

BA “ A X XzA.

C’est un fermé de X.
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Proposition 1.3.19. Pour toute partie A de X, on a

BA “ Az IntpAq

et X est réunion disjointe de IntpAq, BA, et IntpXzAq.

Démonstration. On a BA “ A X XzA “ A X pXz IntpAqq “ Az IntpAq. De plus, X est la réunion disjointe de A
et de XzA “ IntpXzAq et A est la réunion disjointe de IntpAq et de BA.

Exemple 1.3.20. ‚ Dans Rn muni de la distance euclidienne, on a Bp0, 1q “ Bp0, 1q et BBp0, 1q est la sphère de
centre 0 et de rayon 1.
‚ Si on se place maintenant sur X muni de la distance triviale. Soit x P X, alors Bpx, 1q “ txu, donc Bpx, 1q “

txu “ txu. Mais Bpx, 1q “ X. On voit donc que si X a au moins 2 éléments, l’adhérence de la boule ouverte
n’est pas la boule fermée. Par ailleurs, BBpx, 1q “ ∅.

1.4 Limite
Dans cette section (et les suivantes), nous travaillerons tantôt dans un espace topologique pX, T q, tantôt

dans un espace métrique pX, dq.
Pour les définitions et les propriétés générales, on se placera dans un espace topologique. Par contre, certaines

propriétés sont spécifiques aux espaces métriques.
On précisera à chaque fois dans quel cadre on se place et les propriétés des espaces métriques utilisées.

Définition 1.4.1. Soit pX, T q un espace topologique. Soit pxnqnPN une suite d’éléments de X et soit ℓ P X. On
dit que ℓ est une limite de la suite pxnqnPN lorsque pour tout voisinage V de ℓ dans X, il existe un rang à partir
duquel tous les termes de la suite sont dans V :

p@V P Vpℓqq pDN P Nq p@n ě Nq xn P V.

Voici la traduction de cette définition dans le cas métrique.

Proposition 1.4.2. Soit pX, dq un espace métrique, ℓ P X est une limite de la suite pxnqnPN si et seulement si :

p@ε P Rą0q pDN P Nq p@n ě Nq dpxn, ℓq ă ε.

Démonstration. ‚ On suppose que ℓ est une limite de la suite pxnqnPN. Soit ε ą 0. On applique l’hypothèse avec
V “ Bpℓ, εq un voisinage de ℓ. Il existe N P N tel que pour tout n ě N , xn P Bpℓ, εq, alors pour tout n ě N ,
dpxn, ℓq ă ε.
‚ On suppose que pour tout ε ą 0, il existe un rang N P N tel que pour tout n ě N , dpxn, ℓq ă ε. Soit V un
voisinage de ℓ, par la proposition 1.2.12, il existe ε ą 0 tel que Bpℓ, εq Ă V . On applique l’hypothèse avec cet
ε : pDN P Nq p@n ě Nq dpxn, ℓq ă ε. On a alors que pour tout n ě N , xn P Bpℓ, εq Ă V .

Définition 1.4.3. On dit qu’un espace topologique pX, T q est séparé lorsque pour tout couple px, yq P X2 avec
x ‰ y, il existe V P Vpxq et W P Vpyq tels que V X W “ ∅.

Lemme 1.4.4. Les singletons dans un espace topologique séparé sont des fermés.

Démonstration. Soit pX, T q un espace topologique séparé. Soit x P X. On montre que Xztxu est ouvert en
vérifiant qu’il est voisinage de chacun de ses points. Soit y P Xztxu, on a directement x ‰ y, donc il existe
V P Vpxq et W P Vpyq tel que V XW “ ∅. On a alors y P W Ă Xztxu et donc Xztxu est un voisinage de y.

Proposition 1.4.5. Un espace métrique est toujours séparé.

Démonstration. Soit pX, dq un espace métrique. Soient px, yq P X2 avec x ‰ y. On pose r “ 1
2dpx, yq. Il est clair

que r ą 0 et Bpx, rq X Bpy, rq “ ∅ puisque si z P Bpx, rq X Bpy, rq, alors dpx, yq ď dpx, zq ` dpz, yq ă r ` r “ 2r
ce qui est impossible.

La notion d’espace séparé est importante pour le résultat suivant.

Théorème 1.4.6. Si pX, T q est un espace topologique séparé, toute suite pxnqnPN dans X admet au plus une
limite. Si une telle limite ℓ P X existe, on dit que ℓ est la limite de la suite pxnqnPN (où que la suite pxnqnPN

converge vers ℓ) et on note lim
nÑ`8

xn “ ℓ.

Démonstration. Supposons que ℓ et ℓ1 sont des limites de pxnqnPN avec ℓ ‰ ℓ1. L’espace X est séparé, donc il
existe V P Vpℓq et W P Vpℓ1q tel que V XW “ ∅. On sait que ℓ est une limite de pxnqnPN, donc il existe un rang
N P N tel que pour tout n ě N , xn P V . De même, ℓ1 est une limite de pxnqnPN, donc il existe un autre rang
N 1 P N tel que pour tout n ě N 1, xn P W . Avec n “ maxpN,N 1q, on obtient xn P V X W , ce qui est absurde,
donc ℓ “ ℓ1.
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Remarque 1.4.7. On réserve la notation lim
nÑ`8

xn “ ℓ au cas des espaces séparés.

Exemple 1.4.8. L’exemple le plus simple d’espace non séparé est X ayant au moins deux éléments muni de la
topologie grossière. Si x P X, alors il n’admet qu’un seul voisinage : X. Si pxnqnPN est une suite dans X, tout
point x de X est une limite de pxnqnPN. Il n’y a donc pas unicité.

Un espace non séparé n’a pas assez d’ouverts. En algèbre et en géométrie algébrique, on utilise la topologie
de Zariski qui n’est pas séparé et donc pas métrisable.

On énonce maintenant un résultat pour les espaces métriques qui admettent diverses généralisations.

Proposition 1.4.9. Soit pX, dq un espace métrique. Soit A une partie de X et x P X. On a équivalence :
(i) x P A ;
(ii) il existe une suite pxnqnPN d’éléments de A dont x est limite.

Démonstration. (ii) ñ (i). On suppose que pxnqnPN est une suite dans A qui converge vers x dans X. Soit V
un voisinage de x dans X. Il existe N P N tel que pour tout n ě N , xn P V . En particulier, xN P V X A, donc
V X A ‰ ∅.
(i) ñ (ii). On suppose x P A. On utilise que Bx “

␣

B
`

x, 1
n

˘

; n P Ną0

(

est une base de voisinages de x. Soit
n P Ną0, on a B

`

x, 1
n

˘

X A ‰ ∅ par hypothèse. On choisit xn P B
`

x, 1
n

˘

X A. On a alors construit pxnqnPNą0

dans A. Vérifions que lim
nÑ`8

xn “ x. Soit V un voisinage de x. On sait que Bx est une base, donc il existe

N P Ną0 tel que B
`

x, 1
N

˘

Ă V . Pour n ě N , on a alors xn P B
`

x, 1
n

˘

Ă B
`

x, 1
N

˘

Ă V .

Remarque 1.4.10. ‚ L’implication (ii) ñ (i) est vraie dans tout espace topologique pX, T q (on n’a même pas
besoin de supposer séparé).
‚ En revanche, pour (i) ñ (ii) on utilise que tout point de X admet une base dénombrable de voisinages, ce qui
est le cas dans les espaces métriques.

C’est un phénomène général : dans un espace métrique, on peut caractériser les propriétés topologiques en
utilisant des suites. Ce n’est plus le cas avec un espace topologique quelconque.

1.5 Continuité
Définition 1.5.1. Soient pX, T q et pY, T 1

q deux espaces topologiques et soit a P X. On dit qu’une application
f : X Ñ Y est continue au point a lorsque l’image réciproque de tout voisinage de fpaq est un voisinage de a :

p@W P Vpfpaqqq f´1pW q P Vpaq.

Proposition 1.5.2. Soient pX, dq et pY, d1q deux espaces métriques, a P X et f : X Ñ Y une application. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est continue au point a ;
(ii) (@ε ą 0) (Dα ą 0) (@x P X) dpx, aq ă α ñ d1pfpxq, fpaqq ă ε ;
(iii) (continuité séquentielle en a) pour toute suite pxnqnPN de X convergeant vers a, la suite image pfpxnqqnPN

converge vers fpaq.

Démonstration. (i) ñ (iii). On suppose f continue en a. Soit pxnqnPN une suite dans X qui converge vers a.
Soit W un voisinage de fpaq. L’application f est continue en a, donc f´1pW q est un voisinage de a. Mais
lim

nÑ`8
xn “ a, donc il existe un rang N P N tel que pour tout n ě N , xn P f´1pW q. On a alors que pour tout

n ě N , fpxnq P W .
(iii) ñ (ii). Procédons par contraposée : on suppose qu’il existe ε ą 0 tel que pour tout α ą 0, il existe x P X
tel que dpx, aq ă α et d1pfpxq, fpaqq ě ε (il est donc facile de voir que x P Bpa, αq et fpxq R Bpfpaq, εq). Soit
n P N. On applique avec α “ 1

n`1 . Il existe xn P X tel que xn P B
`

a, 1
n`1

˘

et fpxnq R Bpfpaq, εq. On a alors que
pxnqnPN converge vers a. Si V est voisinage de a, il existe N P N tel que B

`

a, 1
N`1

˘

Ă V car
␣

B
`

a, 1
n`1

˘

; n P N
(

est une base de voisinages de a, donc pour tout n ě N , xn P V . Cependant pour tout n P N, fpxnq R Bpfpaq, εq

et ainsi, pfpxnqqnPN ne converge pas vers fpaq. On a donc montré la négation de (iii).
(ii) ñ (i). On suppose que pour tout ε ą 0, il existe α ą 0 tel que pour tout x P X, on a : dpx, aq ă α ñ

d1pfpxq, fpaqq ă ε. Soit W un voisinage de fpaq. Il existe ε ą 0 tel que Bpfpaq, εq Ă W . Par hypothèse, il existe
α ą 0 tel que x P Bpa, αq ñ fpxq P Bpfpaq, εq. On a donc Bpa, αq Ă f´1pBpfpaq, εqq Ă f´1pW q. C’est donc un
voisinage de a.

Remarque 1.5.3. (1) Là encore, (i) ñ (iii) est vraie pour tout espace topologique pX, T q et pY, T 1
q. Par contre,

(iii) ñ (i) utilise l’existence d’une base dénombrable de voisinages de a.
(2) L’implication (i) ñ (iii) a la conséquence suivante, dans un espace topologique séparé pX, T q, soit pxnqnPN

une suite récurrente définie par x0 P X et pour tout n P N, on a xn`1 “ fpxnq où f : X Ñ X est une application.
Si ℓ est limite de la suite pxnqnPN et f est continue en ℓ, alors fpℓq “ ℓ.
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Théorème 1.5.4 (Transitivité de la continuité). Soient pX, T q, pY, T 1
q et pZ, T 2

q trois espaces topolo-
giques. Si f : X Ñ Y est continue en a et g : Y Ñ Z est continue en fpaq, alors g ˝ f est continue en a.

Démonstration. Soit W un voisinage de g ˝ fpaq dans Z. L’application g est continue en fpaq, donc g´1pW q

est un voisinage de fpaq. Puis f est continue en a, donc f´1pg´1pW qq est un voisinage de a et f´1pg´1pW qq “

pg ˝ fq´1pW q.

Proposition 1.5.5 (Fonctions numériques). Soient pX, T q un espace topologique, f, g : X Ñ K deux appli-
cations. Si f et g sont continues en a P X, alors f ` g, λf et fg sont continues en a (pour λ P K) et si gpaq ‰ 0,
alors f

g est continue en a.

Démonstration. On munit K2 de la norme }px, yq}8 “ maxp|x|, |y|q. Si f et g sont continues en a, alors
l’application :

pf, gq : X Ñ K2

x ÞÑ pfpxq, gpxqq

est continue en a. En effet, soit ε ą 0, notons h “ pf, gq,

h´1pBphpaq, εqq “ h´1ptx P X; }hpxq ´ hpaq}8 ă εuq

“ h´1ptx P X; |fpxq ´ fpaq| ă ε et |gpxq ´ gpaq| ă εuq

“ f´1pBpfpaq, εqq X g´1pBpgpaq, εqq

qui est une intersection de deux voisinages de a par continuité de f et g en a, donc c’est un voisinage de a. Par
ailleurs, px, yq ÞÑ x ` y et px, yq ÞÑ xy sont continues en tout point de K2, et px, yq ÞÑ x

y est continue en tout
point de KˆK˚. On conclut avec la transitivité de la continuité. Pour λf , on dit que les fonctions constantes
sont continues.

Remarque 1.5.6. En particulier, les fonctions polynômes sont continues en tout point de K. De plus, les
fractions rationnelles sont continues en tout point de leur domaine de définition.

On va maintenant considérer la continuité globale.

Définition 1.5.7. Soient pX, T q et pY, T 1
q deux espaces topologiques. On dit qu’une application f : X Ñ Y

est continue sur X lorsqu’elle est continue en tout point de X. On note C0pX,Y q l’ensemble des applications
continues de X dans Y .

Théorème 1.5.8. Pour deux espaces topologiques pX, T q, pY, T 1
q et f : X Ñ Y une application, on a équiva-

lence :
(i) f est continue sur X ;
(ii) l’image réciproque de tout ouvert est un ouvert de X : p@V P T 1

q f´1pV q P T ;
(iii) l’image réciproque de tout fermé est un fermé de X.

Démonstration. (i) ñ (ii). On suppose f continue sur X. Soit V un ouvert de Y . On montre que f´1pV q est
voisinage de chacun de ses points. Si a P f´1pV q, alors V est un ouvert contenant fpaq, donc est un voisinage
de fpaq. Or f est continue en a, donc f´1pV q est un voisinage de a i.e. f´1pV q est bien ouvert.
(ii) ñ (i). On suppose que pour tout V P T 1, f´1pV q P T . Soit a P X. Soit W un voisinage de fpaq. Il existe un
ouvert V tel que fpaq P V Ă W , alors f´1pV q est ouvert et a P f´1pV q Ă f´1pW q, ce qui montre que f´1pW q

est bien un voisinage de a.
(i) ô (iii). Évident par passage au complémentaire : f´1pY zV q “ Xzf´1pV q.

Remarque 1.5.9. (1) Attention ! La continuité de f n’entraîne pas fpUq P T 1 pour U P T ni fpF q P F 1 pour
F P F . Par exemple,

f : R Ñ R

x ÞÑ x2

envoie l’ouvert s ´ 1, 1r sur r0, 1r qui n’est ni un ouvert ni un fermé. De même,

f : R Ñ R

x ÞÑ arctanpxq

envoie le fermé R sur l’ouvert s ´ π
2 ,

π
2 r.

(2) Les propriétés de transitivité et des fonctions numériques sont encore vraies pour la continuité globale.
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Définition 1.5.10. Soient pX, T q et pY, T 1
q deux espaces topologiques. On appelle homéomorphisme toute

bijection f : X Ñ Y telle que f et f´1 soient continues.

Si f est un homéomorphisme, l’image réciproque et l’image (fpUq “ pf´1q´1pUq) d’un ouvert est un ouvert.
Ainsi, un homéomorphisme établit une bijection entre T et T 1.

Exemple 1.5.11. (1) On prend X “ r0, 1rYr2, 3s et on considère :

f : X Ñ r0, 2s

x ÞÑ

#

x si x ă 1

x ´ 1 si x ě 2

L’application f est une bijection continue mais f´1 n’est pas continue en 1, donc f n’est pas un homéomorphisme.
(2) Si pa, bq P R2 avec a ă b, on a un homéomorphisme entre R et sa, br :

R Ñ sa, br

x ÞÑ
a ` b

2
`

b ´ a

π
arctanpxq

On a vu que si pY, d1q est un espace métrique et X un ensemble, alors l’ensemble des applications bornées
FbpX,Y q peut être muni de la distance d8 de la convergence uniforme. Si on munit X d’une topologie T , on
peut considérer l’ensemble des applications continues bornées X Ñ Y :

C0
b pX,Y q “ C0pX,Y q X FbpX,Y q.

Théorème 1.5.12 (Une limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue). Soit
pX, T q un espace topologique et pY, d1q un espace métrique. Si pfnqnPN est une suite de C0

b pX,Y q qui admet une
limite f P FbpX,Y q pour la distance d8, alors f P C0

b pX,Y q.

Remarque 1.5.13. Ce résultat dit que C0
b pX,Y q est fermé dans FbpX,Y q. En effet, soit pM,dq un espace

métrique et A Ă M . D’après le corollaire 1.3.5, A est fermé si et seulement si A “ A. De plus, d’après la
proposition 1.4.9, pour x P M , on a x P A si et seulement s’il existe une suite pxnqnPN dans A qui converge vers
x dans M , donc A est fermé si et seulement si pour tout suite pxnqnPN de A convergeant vers un x P M , alors
x P A.

Ici, on applique ce critère à M “ FbpX,Y q et A “ C0
b pX,Y q.

Démonstration. Soit a P X et ε ą 0. On veut vérifier que f´1pBpfpaq, εqq est voisinage de a. On écrit la
convergence de pfnqnPN : il existe N P N tel que pour tout n ě N , on a d8pfn, fq ă ε

3 . L’application fN est
continue en a i.e. W :“ f´1

N pBpfN paq, ε
3 qq est un voisinage de a. On va montrer que W Ă f´1pBpfpaq, εqq. Si

x P W , alors d1pfN pxq, fN paqq ă ε
3 .

d1pfpxq, fpaqq ď d1pfpxq, fN pxqq ` d1pfN pxq, fN paqq ` d1pfN paq, fpaqq

ă 2d8pf, fN q `
ε

3
ă

2ε

3
`

ε

3
“ ε.

On a alors x P f´1pBpfpaq, εqq, qui est bien un voisinage de a.

1.6 Comparaison de topologies
On peut mettre une relation d’ordre sur les topologies définies sur un ensemble fixé.

Définition 1.6.1. Sur un ensemble X, on dit que la topologie T est plus fine que la topologie T 1 lorsque T 1
Ă T

(i.e. T a plus d’ouverts que T 1).

Exemple 1.6.2. (1) La topologie grossière t∅, Xu est la moins fine de toutes les topologies.
(2) La topologie discrète PpXq est la plus fine de toutes les topologies.
(3) Soit pX, T q un espace topologique et A Ă X. La topologie induite T A sur A par T est la topologie la moins
fine qui rend l’inclusion i : A ãÑ X continue. En effet, pour que i soit continue, il faut que i´1pUq soit un ouvert
pour tout U P T , mais i´1pUq “ A X U , donc la topologie sur A doit contenir T A i.e. être plus fine que T A.

Proposition 1.6.3. Sur un ensemble X, la topologie T est plus fine que la topologie T 1 si et seulement si
Id : pX, T q Ñ pX, T 1

q est continue.
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Démonstration. On a les équivalences

Id : pX, T q Ñ pX, T 1
q est continue ô p@U P T 1

q Id´1
pUq P T

ô p@U P T 1
q U P T

ô T 1
Ă T

ô T plus fine que T 1 .

Définition 1.6.4. On dit que deux distances d et d1 sur un ensemble X sont topologiquement équivalentes
lorsqu’elles induisent la même topologie.

Proposition 1.6.5. Soient d et d1 deux distances sur un ensemble X. La topologie de pX, dq est plus fine que
celle de pX, d1q si et seulement si, pour tout x P X, l’application

pX, dq Ñ R`

y ÞÑ d1px, yq

est continue en x, i.e.

p@x P Xq p@ε ą 0q pDα ą 0q p@y P Xq dpx, yq ă α ñ d1px, yq ă ε.

Démonstration. On écrit simplement la continuité de Id : pX, dq Ñ pX, d1q en tout point x P X.

Définition 1.6.6. Deux normes } ¨ } et } ¨ }1 sur un K-espace vectoriel de E sont métriquement équivalentes
lorsqu’il existe α ą 0 et β ą 0 tel que :

p@x P Eq α}x} ď }x}1 ď β}x}.

Exemple 1.6.7. (1) Sur Kn, les normes } ¨ }1, } ¨ }2 et } ¨ }8 sont équivalentes. On peut en fait montrer que
toutes les normes sont équivalentes en dimension finie.
(2) Sur C0

b pr0, 1s,Kq, on pose

}f}1 “

ż 1

0

|fpxq|dx.

Il est clair que } ¨ }1 est une norme sur C0
b pr0, 1s,Kq qui n’est pas équivalente à } ¨ }8. En effet, regardons la suite

pfnqnPN de fonctions définie par

fn : r0, 1s Ñ K

x ÞÑ

#

1 ´ nx si x ď 1
n

0 si x ě 1
n

On a que }fn}8 “ 1 et }fn}1 “ 1
2n , donc }¨}1

}¨}8
n’est pas uniformément minoré.

Proposition 1.6.8. Soient } ¨ } et } ¨ }1 deux normes sur un K-espace vectoriel E. La topologie de pE, } ¨ }q est
plus fine que celle de pE, } ¨ }1q si et seulement si il existe une constante M ą 0 tel que :

p@x P Eq }x}1 ď M}x}.

Démonstration. ‚ On suppose que la topologie de pE, } ¨ }q est plus fine que celle de pE, } ¨ }1q. La boule ouverte
B}¨}1 p0, 1q est aussi ouverte pour } ¨ } par hypothèse. On écrit que c’est un voisinage de 0 pour } ¨ }. Il existe
ρ ą 0 tel que B}¨}p0, ρq Ă B}¨}1 p0, 1q. Soit x P Ezt0u. On considère y “

ρ
2 ¨ x

}x}
de sorte que }y} “

ρ
2 ă ρ, donc

y P B}¨}p0, ρq, d’où y P B}¨}1 p0, 1q. De plus, ρ
2}x}

}x}1 “ }y}1 ă 1. On obtient }x}1 ď M}x} avec M “
ρ
2 (ce qui est

aussi vrai pour x “ 0).
‚ On suppose que l’on a M ą 0 tel que pour tout x P E, }x}1 ď M}x}. Pour tout y P E, }x ´ y}1 ď M}x ´ y}.
Cela dit que Id : pE, } ¨ }q Ñ pE, } ¨ }1q est continue en tout point x P E. En effet, pour ε ą 0, on prend α “ ε

M
et on a alors

}y ´ x} ă α ñ }y ´ x}1 ď M}y ´ x} ă Mα “ ε.

Ainsi, la topologie de } ¨ } est plus fine que celle de } ¨ }1.

Une conséquence est que pour les normes, il n’y a pas de distinction entre équivalence topologique et
équivalence métrique.

Corollaire 1.6.9. Deux normes sur un K-espace vectoriel E sont métriquement équivalentes si et seulement si
les distances associées sont topologiquement équivalentes.

Démonstration. On applique deux fois la proposition 1.6.8.
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1.7 Topologie produit
On considère n espaces topologiques pX1, T 1q, . . . , pXn, T nq. Notre objectif est de définir la topologie produit

sur X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn.

Lemme 1.7.1. Si

B “ tU1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Un; Ui P T i pour i P rr1, nssu

alors il existe une topologie sur
n
ś

i“1

Xi avec B comme base d’ouverts.

Démonstration. On applique la proposition 1.2.16. Il suffit de vérifier :
‚ L’union des éléments de B est X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn : vrai car X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn P B ;
‚ L’intersection de deux éléments de B est une union d’éléments de B : soient U1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Un et V1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vn

dans B (avec Ui et Vi ouvert dans Xi) :

pU1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Unq X pV1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vnq “ pU1 X V1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pUn X Vnq P B .

Définition 1.7.2. On appelle topologie produit sur
n
ś

i“1

Xi la topologie donnée par la base d’ouverts :

B “

" n
ź

i“1

Ui; Ui P T i pour i P rr1, nss

*

.

On note
n
ś

i“1

T i cette topologie. On appelle ouvert élémentaire tout élément de B.

Exemple 1.7.3. La topologie sur Kn est associée à la norme }¨}8. En effet, la boule ouverte B}¨}8
ppa1, . . . , anq, rq

est l’ouvert élémentaire Bpa1, rq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆBpan, rq. Réciproquement, tout ouvert élémentaire est ouvert pour } ¨ }8

(exercice).

Par ailleurs, comme les normes } ¨ }1 et } ¨ }2 sont équivalentes à } ¨ }8, elles correspondent aussi à la topologie
produit.

Proposition 1.7.4. Si pour tout i P rr1, nss, pAi, T Aiq est un sous-espace topologique de pXi, T iq, alors la

topologie induite par
n
ś

i“1

T i sur
n
ś

i“1

Ai est la topologie produit
n
ś

i“1

T Ai
.

Démonstration. On identifie simplement les bases d’ouverts : les T Ai “ tUi X Ai; Ui P T iu sont les ouverts

élémentaires pour
n
ś

i“1

T Ai
: pU1 X A1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pUn X Anq, avec les Ui P T i ouverts élémentaires pour

n
ś

i“1

T i :

U1ˆ¨ ¨ ¨ˆUn, pour Ui P T i. La topologie induite sur
n
ś

i“1

Ai a pour base d’ouverts les pU1ˆ¨ ¨ ¨ˆUnqXpA1ˆ¨ ¨ ¨ˆAnq.

On conclut avec l’égalité

pU1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Unq X pA1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Anq “ pU1 X A1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pUn X Anq.

On explique maintenant le choix de cette définition de topologie produit. Pour j P t1, . . . , nu, on note

pj :
n
ź

i“1

Xi Ñ Xj

px1, . . . , xnq ÞÑ xj

la projection.

Proposition 1.7.5. La topologie produit
n
ś

i“1

T i est la topologie la moins fine qui rend toutes les projections pj

continues.
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Démonstration. ‚ On vérifie qu’avec
n
ś

i“1

T i, la projection pj est continue pour j P rr1, nss. Soit U un ouvert de

Xj ,
p´1
j pUq “ X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xj´1 ˆ U ˆ Xj`1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn

est un ouvert (élémentaire) pour
n
ś

i“1

T i.

‚ Minimalité : soit T une topologie sur
n
ś

i“1

Xi telle que pj soit continue pour tout j P rr1, nss. Soit U1 P

T 1, . . . , Un P T n. On sait que p´1
j pUjq P T , donc

n
č

j“1

p´1
j pUjq “ U1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Un P T .

Ainsi, T contient les ouverts élémentaires, donc contient
n
ś

i“1

T i.

On peut caractériser simplement la continuité d’une application à valeurs dans un produit.

Proposition 1.7.6. Soient pX, T q, pY1, T 1
1q, . . . , pYn, T 1

nq des espaces topologiques. Pour j P rr1, nss, on note p1
j

la projection
n
ś

i“1

Yi Ñ Yj . Pour qu’une application f : X Ñ
n
ś

i“1

Yi soit continue, il faut et il suffit que toutes ses

composantes p1
j ˝ f : X Ñ Yj soient continues.

Démonstration. ‚ Si f est continue, alors p1
j ˝ f aussi par transitivité.

‚ On suppose p1
j ˝ f continue pour chaque j P rr1, nss. On veut montrer que l’image réciproque d’un ouvert par

f est un ouvert. Il suffit de le vérifier pour les ouverts élémentaires. Soit V1 P T 1
1, . . . , Vn P T 1

n.

f´1pV1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Vnq “ tx P X; p1
jpfpxqq P Vj p@j P rr1, nssqu “

n
č

j“1

pp1
j ˝ fq´1pVjq

qui est une intersection finie d’ouverts, donc est un ouvert.

Exemple 1.7.7. Dans MnpKq, le produit des matrices MnpKq2 Ñ MnpKq définit une application continue.
En effet, pour pA,Bq P MnpKq2 avec A “ rai,js et B “ rbi,js, les composantes des produits AB sont les
n
ř

k“1

ai,kbk,j . Il s’agit d’une somme de produits d’applications continues. Toutes les composantes sont continues,

donc pA,Bq Ñ AB est continue.

Proposition 1.7.8. Une suite pxkqkPN dans un espace topologique
`

n
ś

i“1

Xi,
n
ś

i“1

T i

˘

a pour limite y “ py1, . . . , ynq P

n
ś

i“1

Xi si et seulement si toutes ses composantes pxk,iqkPN ont pour limite yi P Xi pour la topologie T i ppour i P

rr1, nssq.

Démonstration. ‚ Si pxkqkPN a pour limite y, alors ppipxkqqkPN a pour limite pipyq “ yi car pi est continue en
y et pipxkq “ xk,i.
‚ On suppose que pour chaque i P rr1, nss, pxk,iqkPN a pour limite yi. Soit W un voisinage de y, W contient un
ouvert contenant y. Cet ouvert contient un ouvert élémentaire U1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Un contenant y. L’ouvert Ui est un
voisinage de yi : par hypothèse, il existe Ni tel que pour tout k ě Ni, xk,i P Ui. On prend N “ max

1ďiďn
Ni. On a

alors que pour tout k ď N , xk P U1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Un Ă W .

Définition 1.7.9. Soit X “
n
ś

i“1

Xi un produit d’ensemble, Y un ensemble et f : X Ñ Y . Pour a “ pa1, . . . , anq P

X et J Ă t1, . . . , nu, on note fa,J l’application partielle définie par :

fa,J :
ź

iPJ

Xi Ñ Y

pxiqiPJ ÞÑ fpy1, . . . , ynq

avec yi “

#

xi si i P J

ai si i R J
.
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Exemple 1.7.10. Avec n “ 2, a1, a2 fixés, on a px1q Ñ fpx1, a2q et px2q Ñ fpa1, x2q.

Le résultat suivant fait un lien entre la continuité d’une application définie sur un produit et celle de ses
applications partielles.

Proposition 1.7.11. On munit X “
n
ś

i“1

Xi de la topologie produit et soit pY, T 1
q un espace topologique. Si

l’application f : X Ñ Y est continue au point a “ pa1, . . . , anq, alors pour tout J Ă t1, . . . , nu, l’application
partielle fa,J est continue au point paiqiPJ .

Démonstration. On considère l’application

ϕ :
n
ź

i“1

Xi Ñ

n
ź

i“1

Xi

pxiqiPJ ÞÑ py1, . . . , ynq

avec yi “ xi si i P J ou ai si i R J . On a alors que fa,J “ f ˝ ϕ. On vérifie que ϕ est continue en paiqiPJ .
Il suffit que ses composantes soient continues. Si i P J , la composante numéro i est une projection. Si i R J ,
cette composante est constante. Tout est continue dans tous les cas. L’application ϕ est continue en paiqiPJ . Par
transitivité, fa,J “ f ˝ ϕ est continue.

Remarque 1.7.12. Attention ! La réciproque est fausse. L’exemple typique est f : R2
Ñ R définie par

fpx, yq “

#

xy
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q

0 si px, yq “ p0, 0q

Les applications partielles fp˚, 0q et fp0, ˚q sont nulles, donc continues. Par contre, si α P R˚ fixé,

fpx, αxq “
α

1 ` α2

ne converge pas vers 0 lorsque x tend vers 0, donc f n’est pas continue en 0.

On a défini la topologie produit sur un produit d’espaces métriques. On peut se demander si cette topologie
est métrisable.

Proposition 1.7.13. La topologie produit d’un produit fini d’espaces métriques et métrisable.

Démonstration. Soient pX1, δ1q, . . . , pXn, δnq des espaces métriques. On va vérifier que la topologie produit,

notée T sur X “
n
ś

i“1

Xi est donnée par la distance :

d8 : px, yq Ñ max
iPt1,...,nu

δipxi, yiq

où x “ px1, . . . , xnq P X et y “ py1, . . . , ynq P X. La projection pi : pX, d8q Ñ Xi est continue car δipxi, yiq ď

d8px, yq. Les composantes de Id : pX, d8q Ñ pX, T q sont donc continues. D’après la proposition 1.7.6, Id : pX, d8q

Ñ pX, T q est continue. Il reste à voir que Id´1 : pX, T q Ñ pX, d8q est continue. Il suffit de voir qu’une boule
ouverte Bd8

pa, rq est ouverte pour T , où a “ pa1, . . . , anq P X et r ą 0. Mais Bd8
pa, rq “ Bδ1pa1, rq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ

Bδnpan, rq est un ouvert élémentaire.

Lemme 1.7.14. Un produit d’espaces séparés est séparé.

Démonstration. Soient pX1, T 1q, . . . , pXn, T nq des espaces topologiques séparés. Soient

x “ px1, . . . , xnq et y “ py1, . . . , ynq dans X “
n
ś

i“1

Xi, on suppose x ‰ y. Il existe i P t1, . . . , nu tel que xi ‰ yi.

Chaque Xi est séparé, donc il existe U P T i et V P T i tel que xi P U , yi P V et U X V “ ∅. On prend

U1 “ X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xi´1 ˆ U ˆ Xi`1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn

et
V1 “ X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xi´1 ˆ V ˆ Xi`1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn.

On a alors que U1 est un voisinage de x dans X et V1 est un voisinage de y dans X. De plus, on a U1XV1 “ ∅.

Théorème 1.7.15. Un espace topologique pX, T q est séparé si et seulement si la diagonale ∆ “ tpx, xq; x P Xu

est fermée dans X2 (muni de la topologie produit).
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Démonstration. ‚ On suppose X séparé. Montrons que X2z∆ est ouvert, en fait qu’il est voisinage de chacun de
ses points. Soit px, yq P X2z∆, alors x ‰ y. Par hypothèse, il existe U, V P T tel que x P U , y P V et U XV “ ∅,
alors U ˆ V Ă X2z∆ car U X V “ ∅, donc U ˆ V est un voisinage de px, yq, contenu dans X2z∆, d’où X2z∆
est un voisinage de px, yq.
‚ On suppose ∆ fermée dans X2. Soient x, y deux points distincts de X : px, yq P X2z∆ qui est ouvert, donc
union d’ouverts élémentaires. Il existe un ouvert élémentaire U ˆ V tel que px, yq P U ˆ V Ă X2z∆. On a alors
que U est voisinage de x, V est voisinage de y et U X V “ ∅ car U ˆ V Ă X2z∆.

Corollaire 1.7.16. Soient f, g : pX, T q Ñ pY, T q deux applications continues avec Y séparé. La partie F “ tx P

X; fpxq “ gpxqu est alors fermée dans X.

Démonstration. On regarde l’application

h : X Ñ Y 2

x ÞÑ pfpxq, gpxqq

Cette application h est continue car ses composantes f et g sont continues et

F “ tx P X; pfpxq, gpxqq P ∆u “ h´1p∆q

où ∆ est la diagonale de Y 2 et ∆ est fermée, donc F aussi.
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2 Connexité
De façon intuitive, un espace topologique connexe est un espace topologique « fait d’un seul morceau ».

2.1 Définitions, exemple fondamental
Définition 2.1.1. On dit qu’un espace topologique pX, T q est connexe lorsque les seules parties à la fois ouvertes
et fermées sont X et ∅. On dit qu’une partie A de X est connexe lorsque pA, T Aq est connexe.

Cela revient à dire que X n’est pas l’union disjointe de deux ouverts (resp. fermés) non vides.

Proposition 2.1.2. Une partie A de X est connexe si et seulement si il existe deux ouverts U1 et U2 de X tels
que

A Ă U1 Y U2 et A X U1 X U2 “ ∅ entraîne A Ă U1 ou A Ă U2.

Démonstration. ‚ On suppose A connexe. Soient U1 et U2 ouverts de X tels que A Ă U1YU2 et AXU1XU2 “ ∅,
alors A X U1 et A X U2 sont des ouverts de A, disjoints et de réunion A. Le fait que A soit connexe entraîne
A X U1 “ ∅ ou A X U2 “ ∅ i.e. A Ă U2 ou A Ă U1.
‚ On suppose U1 et U2 ouverts tel que A Ă U1 Y U2 et A X U1 X U2 “ ∅ entraîne A Ă U1 ou A Ă U2. Soient V1

et V2 deux ouverts disjoints de A tels que A “ V1 Y V2 où chaque Vi est de la forme Vi “ AXUi avec Ui ouvert
de X. On a alors V1 Y V2 “ A tel que A Ă U1 YU2 et ∅ “ V1 X V2 “ AXU1 XU2. Par hypothèse, cela entraîne
que si A Ă U1, alors V2 “ ∅ et si A Ă U2, alors V1 “ ∅.

Définition 2.1.3. Un intervalle de R est une partie I de R telle que pour tout pa, bq P I2, ra, bs Ă I.

En prenant les bornes sup et inf, on voit que cette définition coïncide avec la définition habituelle, c’est-à-dire

ra, bs ou sa, bs ou ra, br ou sa, br ou ra,`8r ou sa,`8r ou s ´ 8, bs ou s ´ 8, br ou R ou ∅

(exercice).

Théorème 2.1.4. Une partie de R est connexe si et seulement si c’est un intervalle.

Démonstration. ‚ Soit A une partie connexe de R. Soient pa, bq P A2 et x P R tels que a ă x ă b. Supposons
x R A. Les parties U1 “ s ´ 8, xr et U2 “ sx,`8r sont des ouverts de R. On a U1 X U2 “ ∅ et A Ă U1 Y U2.
Par connexité, A Ă U1 ou A Ă U2. Si on suppose que A Ă U1, cela contredit le fait que b P A. De même, si on
suppose que A Ă U2, cela contredit le fait que a P A. On obtient alors dans les deux cas une contradiction, donc
x P A i.e. A est un intervalle.
‚ On suppose que I est un intervalle de R. Soit U1 et U2 deux ouverts de R tels que I soit l’union disjointe
de I X U1 et I X U2. Supposons I X U2 non vide. On veut montrer que I X U1 “ ∅. On choisit x P I X U2. On
considère V “ s ´ 8, xrXI X U1. Par l’absurde, supposons V non vide et on choisit v P V . On utilise qu’une
partie non vide majorée de R admet une borne supérieure. Ici, V est non vide et majorée par x. On note alors
a “ supV . On a alors v ď a ď x, mais comme I est un intervalle et que pv, xq P I2, on a donc a P I, d’où
a P I X U1 ou a P I X U2. Supposons a P I X U1, alors comme x P U2, on a a ‰ x, donc a ă x et a P V . La
partie U1Xs ´ 8, xr est un ouvert de R contenant a, donc il existe ε ą 0 tel que sa ´ ε, a ` εrĂ U1Xs ´ 8, xr.
Comme a ă x et x R U1, alors x Rsa ´ ε, a ` εr, donc x ě a ` ε. Mais I contient a et x, donc contient a ` ε

2 ,
ce qui contredit le fait que a doit majorer cet élément de V , donc a R I X U1. On a alors a P I X U2. La partie
U2 est ouverte, donc il existe ε1 ą 0 tel que sa ´ ε1, a ` ε1rĂ U2. Comme I X U1 et U2 sont disjoints, alors
sa ´ ε1, a ` ε1rXV “ ∅, donc a ´ ε1

2 est un majorant de V , ce qui contredit la minimalité de a. On a finalement
montré que V est vide. De même, en travaillant avec la borne inférieure, on vérifie que I X U1Xsx,`8r doit
être vide et on conclut que I X U1 est vide.

Exemple 2.1.5. (1) L’ensemble Q est inclus dans l’union des ouverts disjoints s ´ 8,
?
2r et s

?
2,`8r (car?

2 R Q), sans être contenu dans les deux, donc Q n’est pas connexe.
(2) Avec le même découpage, on voit que r0, 1s Y r2, 3s n’est pas connexe. En utilisant le théorème précédent, il
suffit de dire que ce ne sont pas des intervalles.

2.2 Fonctions continues et connexité
Théorème 2.2.1. L’image d’un connexe par une application continue est connexe.

Démonstration. Soient pX, T q et pY, T 1
q deux espaces topologiques avec X connexe. Soit f : X Ñ Y une ap-

plication continue. Soient V1 et V2 deux ouverts de Y tels que fpXq Ă V1 Y V2 et fpXq X V1 X V2 “ ∅. Les
parties f´1pV1q et f´1pV2q sont des ouverts de X (puisque f est continue) avec f´1pV1q Y f´1pV2q “ X et
f´1pV1q X f´1pV2q “ ∅. Comme X est connexe, on a f´1pV1q “ X ou f´1pV2q “ X, d’où fpXq Ă V1 ou
fpXq Ă V2. Finalement, fpXq est bien connexe.
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Corollaire 2.2.2 (Théorème des valeurs intermédiaires). Soit pX, T q un espace topologique connexe et
f P C0pX,Rq, alors fpXq est un intervalle.

Le résultat suivant donne une autre caractérisation de la connexité.

Proposition 2.2.3. Un espace topologique pX, T q est connexe si et seulement si toute application continue
X Ñ t0, 1u est constante (t0, 1u est vu ici comme partie de R muni de la topologie discrète).

Démonstration. ‚ Supposons X connexe. Soit f : X Ñ t0, 1u une application continue. Les singletons t0u et t1u

sont ouverts dans t0, 1u, donc f´1pt0uq et f´1pt1uq sont ouverts dans X qui est l’union disjointe de f´1pt0uq

et f´1pt1uq. Par connexité, on a donc f´1pt0uq “ X ou f´1pt1uq “ X, d’où f “ 0 ou f “ 1.
‚ Supposons que toute application continue X Ñ t0, 1u est constante. Soit A Ă X une partie ouverte et fermée.
La fonction caractéristique de A

1A : X Ñ t0, 1u

x ÞÑ

#

1 si x P A

0 sinon

est continue car 1´1
A pt0uq “ XzA et 1´1

A pt1uq “ A sont ouverts. Par hypothèse, 1A est constante. Si 1A “ 0,
alors A “ ∅ et si 1A “ 1, alors A “ X, ce qui conclut.

2.3 Union, adhérence et produit
Théorème 2.3.1. Soit pAiqiPI une famille de parties connexes d’un espace topologique pX, T q. Si on suppose
qu’il existe i0 P I tel que Ai X Ai0 ‰ ∅ pour tout i P I, alors

Ť

iPI

Ai est connexe.

Démonstration. Posons B “
Ť

iPI

Ai. Supposons que U1 et U2 sont deux ouverts de X tel que B Ă U1 Y U2 et

U1 X U2 X B “ ∅. Pour i P I, on a Ai Ă B, donc Ai Ă U1 Y U2 et U1 X U2 X Ai “ ∅. Comme Ai est connexe,
on a Ai X U1 “ ∅ ou Ai X U2 “ ∅. En particulier, pour i “ i0, Ai0 X U1 “ ∅ ou Ai0 X U2 “ ∅. Par symétrie,
supposons Ai0 X U1 “ ∅, alors Ai0 Ă U2. Soit i P I. Si Ai X U2 “ ∅, alors Ai Ă U1, donc Ai0 X Ai Ă Ai0 X U1

ce qui contredit Ai0 X U1 “ ∅, donc Ai X U1 “ ∅. Finalement, B X U1 “ ∅.

Une application du résultat précédent est que pour tout point x d’un espace topologique pX, T q, l’union de
toutes les parties connexes de X contenant x est connexe (on applique le théorème avec Ai0 “ txu). C’est le
plus grand connexe contenant x.

Définition 2.3.2. Soit pX, T q un espace topologique. Pour tout point x de X, on appelle composante connexe
de x et on note Cpxq le plus grand connexe contenant x.

Avec cette notation, deux points x et y appartiennent à une même partie connexe si et seulement si Cpxq “

Cpyq : si Cpxq “ Cpyq, alors x et y appartiennent au connexe Cpxq. Réciproquement, si x et y appartiennent
au connexe A, alors A Ă Cpxq, donc y P Cpxq donc Cpxq Ă Cpyq, puis Cpxq “ Cpyq.

Proposition 2.3.3. La relation « appartenir à un même connexe » qui se traduit par Cpxq “ Cpyq, est une
relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les composantes connexes. Les composantes connexes
forment donc une partition de X.

Remarque 2.3.4. D’un point de vue intuitif, les composantes connexes dans X sont les connexes « d’un seul
tenant » de X. Par exemple, les composantes connexes de r0, 1s Y r2, 3s sont r0, 1s et r2, 3s.

Théorème 2.3.5. Si une partie A d’un espace topologique pX, T q est connexe, alors A est connexe.

Démonstration. Soient F1 et F2 deux fermés de X tels que A Ă F1 Y F2 et A X F1 X F2 “ ∅. On sait que
A Ă A donc A Ă F1 Y F2 et A X F1 X F2 “ ∅. De plus, A est connexe, donc A Ă F1 ou A Ă F2, soit A Ă F1 ou
A Ă F2.

Corollaire 2.3.6. Les composantes connexes d’un espace topologique pX, T q sont des fermés.

Théorème 2.3.7. Un produit d’espaces connexes est connexe.

Démonstration. Par récurrence, il suffit de faire le cas d’un produit de deux espaces connexes pX, T q et pY, T 1
q.

On va utiliser la proposition 2.2.3. Soit f : X ˆ Y Ñ t0, 1u continue. Soit x P X fixé. L’application partielle
fpx, ˚q : Y Ñ t0, 1u ; y ÞÑ fpx, yq est continue et Y est connexe, donc fpx, ˚q est constante. Soit y P X. De
même, fp˚, yq : X Ñ t0, 1u est constante. Cela implique que f est constante car si px, yq, px1, y1q P X ˆ Y , alors
fpx, yq “ fpx, y1q “ fpx1, y1q.

Corollaire 2.3.8. Dans Rn, les pavés (i.e. les produits d’intervalles) sont connexes.
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2.4 Connexité par arc
Dans cette section, on introduit une notion un peu plus forte que la connexité, qui est en fait plus facile à

vérifier en pratique.

Définition 2.4.1. (i) Soit pX, T q un espace topologique, on appelle chemin joignant x P X à y P X toute
application continue γ : r0, 1s Ñ X telle que γp0q “ x et γp1q “ y.
(ii) On dit qu’un espace topologique pX, T q est connexe par arc lorsque deux points quelconques de X peuvent
être reliés par un chemin.

Théorème 2.4.2. Un espace topologique connexe par arc est connexe.

Démonstration. Soit pX, T q connexe par arc. Soient x et y deux points de X. Par hypothèse, il existe un chemin
γ : r0, 1s Ñ X joignant x à y. L’intervalle r0, 1s est connexe, donc γpr0, 1sq est connexe (car γ est continue) et il
contient x et y, donc Cpxq “ Cpyq, d’où pour tout x P X, Cpxq “ X et X est connexe.

Exemple 2.4.3. (1) Dans Rn, une partie X de Rn est convexe lorsque : p@px, yq P X2q p@t P r0, 1sq p1´tqx`ty P

X. Les parties convexes sont connexes (car connexes par arc).
(2) Il y a des espaces connexes qui ne sont pas connexes par arc. Par exemple dans Rn, l’ensemble Γ “
␣`

x, sin
`

1
x

˘˘

; x P Rą0

(

est connexe par arc, donc connexe. Son adhérence est encore connexe. Mais Γ “

Γ Y pt0u ˆ r´1, 1sq n’est pas connexe par arc (exercice).

Remarque 2.4.4. On peut définir une relation d’équivalence « appartenir au même connexe par arc » et définir
des composantes connexes par arc. Elles sont plus petites que les composantes connexes et elles ne sont pas
nécessairement fermées (voir exemple précédent).
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3 Compacité
La compacité sera définie comme une propriété de finitude topologique. On verra par exemple que dans un

espace compact, un ensemble infini de points s’accumule toujours quelque part. On verra aussi que dans Rn,
les compacts sont les fermés bornés.

3.1 Définitions
Définition 3.1.1. Un recouvrement d’un ensemble X est une famille pRiqiPI de parties de X telle que X “

Ť

iPI

Ri.

On dit que ce recouvrement est fini lorsque I est fini. Si pRiqiPJ avec J Ă I est un recouvrement, on dit que
pRiqiPJ est un sous-recouvrement de pRiqiPI .

Dans le cas topologique, on va parler de recouvrements ouverts.

Définition 3.1.2. Soit pX, T q un espace topologique. Un recouvrement pUiqiPI est ouvert lorsque : p@i P Iq Ui P

T .

On peut maintenant définir les espaces compacts.

Définition 3.1.3. Un espace topologique pX, T q est compact lorsque :
(i) il est séparé ;
(ii) de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini : X “

Ť

iPI

Ui, avec Ui ouverts,

alors il existe J Ă I fini tel que X “
Ť

iPJ

Ui.

Une partie A d’un espace topologique pX, T q est dite compacte lorsque pA, T Aq avec la topologie induite est
compacte.

Par passage au complémentaire, on a une définition équivalente avec les fermés.

Proposition 3.1.4. Un espace pX, T q est compact si et seulement si il est séparé et de toute famille de fermés
de X d’intersection vide, on peut extraire une sous-famille finie d’intersection vide.

Un cas utile est celui de fermés emboîtés.

Proposition 3.1.5 (Fermés emboîtés). Soit pX, T q un espace compact. Toute suite décroissante pFnqnPN de
fermés non vides de X a une intersection non vide.

Démonstration. Par l’absurde, supposons
Ş

nPN

Fn “ ∅. D’après ce qui précède, il existe J Ă N fini tel que
Ş

nPJ

Fn “ ∅. Comme J est fini, on peut prendre n0 “ maxpJq, alors Fn0
“

Ş

nPJ

Fn “ ∅, on a donc une

contradiction.

Exemple 3.1.6. (1) Tout ensemble fini avec la topologie discrète est compact.
(2) L’ensemble R n’est pas compact puisque R “

Ť

nPZ

sn, n`2r et on ne peut pas extraire de sous-recouvrement

fini.

3.2 Compacité des espaces métriques
Dans un espace métrique, on veut caractériser la compacité avec des suites.

Définition 3.2.1. Soit pxnqnPN une suite dans un espace topologique pX, T q. Une valeur d’adhérence de la suite
pxnqnPN est un point x P X tel que pour tout voisinage V P Vpxq, il existe une infinité d’indices n P N tel que
xn P V i.e.

p@V P Vpxqq p@n P Nq pDN ě nq xN P V.

On dit que pxkpnqqnPN est une sous-suite de pxnqnPN lorsque k : N Ñ N est strictement croissante.

Théorème 3.2.2 (Bolzano-Weierstrass). Soit pX, dq un espace métrique. Les trois assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) L’ensemble X est compact.
(ii) Toute suite de X admet une valeur d’adhérence.
(iii) (compacité séquentielle). De toute suite pxnqnPN de X, on peut extraire une sous-suite convergente.

On a besoin d’un résultat intermédiaire pour démontrer ce théorème.
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Lemme 3.2.3 (de la maille). Soit pX, dq un espace métrique vérifiant la compacité séquentielle. Soit pUiqiPI

un recouvrement ouvert de X. Il existe alors ρ ą 0 tel que pour tout x P X, la boule Bpx, ρq est incluse dans
l’un des Ui :

p@x P Xq pDi P Iq Bpx, ρq Ă Ui.

Démonstration. Par l’absurde, supposons que pour tout n P Ną0, il existe xn P X tel que B
`

xn,
1
n

˘

ne soit
incluse dans aucun des Ui. On applique l’hypothèse (iii) à la suite pxnqnPN. Elle admet une sous-suite pxkpnqqnPN

convergente vers ℓ P X. Il existe i P I tel que ℓ P Ui avec Ui ouvert, donc il existe ε ą 0, tel que Bpℓ, εq Ă Ui.
On écrit la définition de la limite : il existe n0 P N tel que pour tout n ě n0, dpxkpnq, ℓq ă ε

2 . Prenons n ě n0

assez grand pour que 1
kpnq

ď ε
2 . On a alors B

`

xkpnq,
1

kpnq

˘

Ă Bpℓ, εq Ă Ui. En effet, si y P B
`

xkpnq,
1

kpnq

˘

, alors :

dpy, ℓq ď dpy, xkpnqq ` dpxkpnq, ℓq ă
1

kpnq
`

ε

2
ď

ε

2
`

ε

2
“ ε

ce qui contredit la définition de pxnqnPN. Ainsi, il existe n1 P Ną0 tel que pour tout x P X, B
`

x, 1
n1

˘

est incluse
dans l’un des Ui. On prend ρ “ 1

n1
.

Démonstration du théorème 3.2.2. (i) ñ (ii). On suppose que X est compact. Soit pxnqnPN une suite de X. On
considère Xn “ txk; k ě nu. On a Xn`1 Ă Xn. On prend l’adhérence Xn`1 Ă Xn. La suite pXnqnPN est donc
une suite décroissante de fermés non vides. On applique la proposition 3.1.5 et on peut choisir x P

Ş

nPN

Xn.

On vérifie que x est une valeur d’adhérence de pxnqnPN. Soit V P Vpxq et soit n P N, alors x P Xn, donc
Xn X V ‰ ∅. Il existe donc k ě n tel que xk P V .
(ii) ñ (iii). Soit pxnqnPN une suite de X. Par hypothèse, pxnqnPN admet une valeur d’adhérence ℓ P X. La boule
Bpℓ, 1q est un voisinage de ℓ, donc il existe kp1q P N tel que xkp1q P Bpℓ, 1q. Supposons kpn ´ 1q construit pour
n ě 2. La boule B

`

ℓ, 1
n

˘

est un voisinage de ℓ, donc il existe kpnq ą kpn ´ 1q tel que xkpnq P B
`

ℓ, 1
n

˘

. Par récur-
rence, on a une sous-suite pxkpnqqnPNą0

telle que pour tout n ě 1, dpxkpnq, ℓq ă 1
n . La sous-suite pxkpnqqnPNą0

converge alors vers ℓ (on a utilisé que ℓ admet une base dénombrable de voisinages).
(iii) ñ (i). On suppose (iii). L’ensemble X est séparé puisque c’est un espace métrique. Soit pUiqiPI un recouvre-
ment ouvert de X. D’après le lemme de la maille, il existe ρ ą 0 tel que : p@x P Xq pDix P Iq Bpx, ρq Ă Uix . La
famille pBpx, ρqqxPX est un recouvrement de X. Par l’absurde, supposons qu’il n’admet pas de sous-recouvrement
fini. On construit une suite pxnqnPN par récurrence. On choisit x0 P X. Soit n ě 0, supposons x0, . . . , xn

construits. L’ensemble
n
Ť

k“0

Bpxk, ρq ne recouvre pas X. On choisit xn`1 P Xz
n
Ť

k“0

Bpxk, ρq. Par construction,

dpxn, xkq ě ρ pour tout n, k tel que n ą k. On utilise (iii), la suite pxnqnPN admet une sous-suite pxkpnqqnPN

convergente vers ℓ P X. Pour tout n assez grand, dpxkpnq, ℓq ă
ρ
2 et dpxkpn`1q, ℓq ă

ρ
2 . Pour un tel n, on a

ρ ď dpxkpn`1q, xkpnqq ď dpxkpn`1q, ℓq ` dpℓ, xkpnqq ă
ρ

2
`

ρ

2
“ ρ

donc on a une contradiction. Ainsi, il existe M Ă X fini tel que X “
Ť

xPM

Bpx, ρq. Mais Bpx, ρq Ă Uix , donc

X “
Ť

xPM

Uix .

Remarque 3.2.4. (1) Pour (i) ñ (ii), on n’a pas besoin de la structure métrique : la propriété (ii) est vraie
dans tout espace topologique compact. En revanche, pour (ii) ñ (iii), on utilise que tout point admet une base
dénombrable de voisinages. Enfin, (iii) ñ (i) repose sur le lemme de la maille qui se formule explicitement avec
une distance.
(2) Une conséquence du théorème est que le lemme de la maille s’applique à tout espace métrique compact.

Corollaire 3.2.5. Tout espace métrique compact est séparable.

Démonstration. Soit pX, dq un espace métrique compact. Soit n P Ną0,
`

B
`

x, 1
n

˘˘

xPX
est un recouvrement

ouvert de X. On en extrait un sous-recouvrement fini
`

B
`

x, 1
n

˘˘

xPJn
(avec Jn fini). L’ensemble

Ť

nPNą0

Jn est

alors une partie dénombrable et est dense dans X. En effet, soit y P X et ε ą 0. On prend n P Ną0 tel que
1
n ď ε. On a alors y P

Ť

xPJn

B
`

x, 1
n

˘

, donc il existe x P Jn tel que dpy, xq ă 1
n ď ε. Ainsi, x P Bpy, εq.

Voyons un exemple fondamental qui justifie l’intérêt de cette notion de compacité.

Théorème 3.2.6. Tout segment ra, bs de R, avec pa, bq P R2 est compact.
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Démonstration. Montrons la compacité séquentielle de Bolzano-Weierstrass. Soit pxnqnPN une suite de ra, bs.
On veut extraire une sous-suite pxkpnqqnPN convergente par une méthode de dichotomie. On construit deux
suites panqnPN et pbnqnPN par récurrence de sorte que pour chaque n, il existe une infinité d’indices k P N tel
que xk P ran, bns. On prend a0 “ a, b0 “ b et kp0q “ 0. Soit n P N. On suppose an, bn et kpnq construits. On
prend kpn ` 1q ą kpnq tel que xkpn`1q P ran, bns. On pose cn “ an`bn

2 . S’il y a une infinité d’indices k tel que
xk P ran, cns, alors on prend an`1 “ an, bn`1 “ cn. Sinon, on prend an`1 “ cn et bn`1 “ bn. On construit
ainsi deux suites panqnPN et pbnqnPN adjacentes : panqnPN croissante, pbnqnPN décroissante et pan ´ bnqnPN

converge vers 0 car bn ´an “ b´a
2n . Par la propriété de la borne supérieure dans R, les suites panqnPN et pbnqnPN

convergent et ont même limite, donc pxkpnqqnPN converge aussi vers cette limite puisque pour tout n P N,
an ď xkpnq ď bn.

3.3 Propriétés des compacts
Proposition 3.3.1. Dans un espace topologique séparé, une partie compacte est toujours fermée.

Démonstration. Soit pX, T q un espace topologique séparé et K un compact de X. Vérifions que XzK est ouvert.
Soit x P XzK. Pour tout y P K, on sépare x et y : il existe Vy P Vpxq et Uy P Vpyq tel que Vy X Uy “ ∅.
La famille pUyqyPK est alors un recouvrement ouvert du compact K. On extrait un sous-recouvrement fini :
pUyqyPJ , avec J Ă K fini. On considère W “

Ş

yPJ

Vy, qui est un voisinage de x, par intersection finie de voisinages

de x. Par construction, W Ă XzK, c’est donc voisinage de tous ses points, c’est donc un ouvert.

Proposition 3.3.2. Si pX, T q est compact et F fermé dans X, alors F est compact.

Démonstration. Tout d’abord, F est séparé. Soit pUiqiPI un recouvrement ouvert de F . Posons V “ XzF
qui est ouvert, alors X “ V Y

`
Ť

iPI

Ui

˘

. Comme X est compact, on peut extraire un sous-recouvrement fini,

X “ V Y
`
Ť

iPJ

Ui

˘

avec J fini. On a alors F Ă V Y
`
Ť

iPJ

Ui

˘

et même F Ă
Ť

iPJ

Ui car F X V “ ∅.

Corollaire 3.3.3. (i) Dans un espace topologique compact, les compacts sont les fermés.
(ii) Une partie de R est compact si et seulement si elle est fermée bornée.

Démonstration. (i) Exercice.
(ii) ‚ Soit A un compact de R, alors A est fermé par la proposition 3.3.1. Par ailleurs, A Ă

Ť

ně1
s ´ n, nr qui est

un recouvrement ouvert de R. Comme A est compact, on en extrait un sous-recouvrement fini : A Ă
Ť

nPJ

s´n, nr

avec J Ă Ną0 fini. Prenons n0 “ maxpJq, alors A Ă s ´ n0, n0r, donc A est bornée.
‚ Soit A une partie fermée bornée. Comme A est bornée, il existe m ą 0 tel que A Ă

Ť

nPJ

r´m,ms. On a que

r´m,ms est compact et A est fermé dans r´m,ms, donc A est compact par la proposition 3.3.2.

Proposition 3.3.4. Dans un espace topologique séparé, une union finie de compacts est compacte.

Démonstration. Soit pX, T q un espace topologique séparé. Soient K1, . . . ,Kn des compacts de X. Il est déjà

clair que K “ K1Y¨ ¨ ¨YKn est séparé car X l’est. Soit pUiqiPI une famille d’ouvert de X tel que
n
Ť

k“1

Kk Ă
Ť

iPI

Ui.

Fixons k P rr1, nss. On a alors Kk Ă
Ť

iPI

Ui et comme Kk est compact, il existe Jk Ă I fini tel que Kk Ă
Ť

iPJk

Ui.

On prend J “
n
Ť

k“1

Jk (fini car réunion finie de parties finies), on a donc
Ť

kPrr1,nss

Kk Ă
Ť

iPJ

Ui, ce qui conclut.

Théorème 3.3.5 (Tychonoff). Un produit fini d’espaces topologiques compacts est compact.

Démonstration. Il suffit de le vérifier pour le cas d’un produit de deux compacts. Soient pX, T q et pY, T 1
q

compacts. On a déjà vu que X ˆ Y est séparé. Soit pOiqiPI un recouvrement ouvert de X ˆ Y . Pour tout
px, yq P X ˆ Y , il existe ipx,yq P I tel que px, yq P Oipx,yq

. C’est un voisinage de px, yq, donc il existe un ouvert
élémentaire Ux,y ˆVx,y avec Ux,y ouvert de X et Vx,y ouvert de Y , tel que px, yq P Ux,y ˆVx,y Ă Oipx,yq

. On fixe
x P X. L’ensemble pVx,yqyPY est alors un recouvrement ouvert de Y , qui est compact : il existe donc Jx Ă Y
tel que Y “

Ť

yPJx

Vx,y avec Jx fini. On pose Wx “
Ş

yPJx

Ux,y. C’est un voisinage ouvert de x car Jx est fini.

L’ensemble pWxqxPX est un recouvrement ouvert de X, qui est compact : il existe donc M Ă X fini tel que
X “

Ť

xPM

Wx. On a alors

X ˆ Y “
ď

xPM

Wx ˆ Y “
ď

xPM

ď

yPJx

Wx ˆ Vx,y

Ă
ď

xPM

ď

yPJx

Ux,y ˆ Vx,y Ă
ď

xPM

ď

yPJx

Oipx,yq
.
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On a bien construit un sous-recouvrement fini de pOiqiPI puisque M et Jx sont finis.

Corollaire 3.3.6. Les pavés
n
ś

i“1

rai, bis, avec pa, bq P R2, de pR2, } ¨ }8q sont compacts.

Démonstration. La norme } ¨ }8 induit la topologie produit et chaque segment rai, bis est compact dans R.

Corollaire 3.3.7 (Borel-Lebesgue). Une partie de Rn est compacte si et seulement si elle est fermée bornée.

Démonstration. De la même manière que dans R, on munit Rn de la norme } ¨ }8.
‚ Soit A un compact de Rn, alors A est fermé par la proposition 3.3.1. De plus, A Ă Rn

“
Ť

kPNą0

Bp0, kq.

On extrait un sous-recouvrement fini : il existe J Ă Ną0 fini tel que A Ă
Ť

kPJ

Bpx, kq. Si on pose k0 “

maxpJq, alors A Ă Bp0, k0q.
‚ Soit A fermée bornée. Il existe r P Rą0 tel que A Ă Bp0, rq “ r´r, rsn qui est compact par le corollaire 3.3.6.
Enfin, A est fermé donc A est compact par la proposition 3.3.2.

Remarque 3.3.8. Attention ! Cette caractérisation est fausse dans les espaces métriques généraux. Elle est déjà
fausse pour les espaces vectoriels normés de dimension infinie.

3.4 Fonctions continues et compacité
Théorème 3.4.1. Soient pX, T q et pY, T 1

q deux espaces topologiques avec Y séparé et K un compact de X.
L’image d’un compact par une application continue de K dans Y est compacte.

Démonstration. Soit f : X Ñ Y continue. Soit K un compact de X. L’image fpKq est séparé puisque Y l’est.
Soit pUiqiPI un recouvrement ouvert de fpKq. On a alors K Ă

Ť

iPI

f´1pUiq et pour tout i P I, f´1pUiq est ouvert,

d’où Ui est ouvert. Comme K est compact, on peut extraire un sous-recouvrement fini : il existe J Ă I fini tel
que K Ă

Ť

iPJ

f´1pUiq, alors fpKq Ă
Ť

iPJ

Ui qui est bien un sous-recouvrement fini de pUiqiPI et donc fpKq est

compact.

Corollaire 3.4.2. Toute application continue sur un espace topologique compact non vide à valeurs dans R est
bornée et atteint ses bornes.

Démonstration. Soit pX, T q compact non vide et f : X Ñ R continue. D’après le théorème 3.4.1, fpXq est un
compact de R, donc un fermé borné. En particulier, f est bornée. Par les propriétés de R, on peut définir
a :“ inf

xPX
tfpxqu et b :“ sup

xPX
tfpxqu. Comme fpXq est fermé, on a a, b P fpXq, donc les bornes sont atteintes.

Remarque 3.4.3. Attention ! Il est faux de dire que l’image réciproque d’un compact par une application
continue est compacte. Par exemple :

f : R2
Ñ R

px, yq ÞÑ x

et f´1pr0, 1sq “ r0, 1s ˆ R n’est pas compacte (car pas bornée). En revanche, c’est toujours un fermé.

Corollaire 3.4.4. Soit f : X Ñ Y une application continue bijective, avec X compact et Y séparé. L’application
f est alors un homéomorphisme.

Démonstration. On doit vérifier que f´1 est continue. Soit F un fermé de X. Étudions pf´1q´1 : l’application f
est bijective, donc pf´1q´1pF q “ fpF q. L’ensemble X est compact et F est fermé dans X, donc F est compact
par la proposition 3.3.2. D’après le théorème 3.4.1, comme Y est séparé, alors fpF q est compact, d’où fpF q est
fermé par la proposition 3.3.1.
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4 Espaces métriques complets
Jusqu’à présent, on pouvait parler de la convergence d’une suite seulement quand on connaissait à priori

la limite. La complétude est une notion métrique qui permet de prédire l’existence d’une limite à partir de
propriétés de la suite.

Dans tout ce chapitre, on se place dans le cadre d’un espace métrique pX, dq.

4.1 Suite de Cauchy, espaces complets, exemple fondamental
Définition 4.1.1. On dit qu’une suite pxnqnPN d’un espace métrique pX, dq est de Cauchy lorsqu’elle vérifie :

p@ε ą 0q pDN P Nq p@n,m ě Nq dpxn, xmq ă ε.

Proposition 4.1.2. Une suite de Cauchy est toujours bornée.

Démonstration. Soit pxnqnPN une suite de Cauchy de pX, dq. On applique la définition avec ε “ 1 : pDN P Nq

p@n ě Nq p@m ě Nq dpxn, xmq ă 1. On prend M “ maxp1, dpx0, xN q, . . . , dpxN´1, xN qq. On a alors pour tout
n P N : dpxn, xN q ď M .

Proposition 4.1.3. Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente est convergente.

Démonstration. Soit pxnqnPN une suite de Cauchy de pX, dq. On suppose que l’on a une sous-suite pxkpnqqnPN

qui converge vers ℓ P X. Soit ε ą 0. On écrit que pxnqnPN est de Cauchy : pDN P Nq p@n ě Nq p@m ě Nq

dpxn, xmq ă ε
2 . On écrit aussi que pxkpnqqnPN converge : pDn0 P Nq p@n ě n0q dpxkpnq, ℓq ă ε

2 . On choisit n1 ě n0

tel que kpn1q ě N . On a alors pour n ě N :

dpxn, ℓq ď dpxn, xkpnqq ` dpxkpnq, ℓq ă
ε

2
`

ε

2
“ ε.

Proposition 4.1.4. Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration. Soit pxnqnPN une suite de Cauchy de pX, dq qui converge vers ℓ P X. Soit ε ą 0. Il existe N P N
tel que pour tout n ě N , dpxn, ℓq ă ε

2 . Soient n ě N et m ě N , alors

dpxn, xmq ď dpxn, ℓq ` dpℓ, xmq ă
ε

2
`

ε

2
“ ε.

Un espace métrique complet est un espace où la réciproque de cette proposition est vraie.

Définition 4.1.5. On dit que l’espace métrique pX, dq est complet lorsque toute suite de Cauchy de X converge.

Notre exemple fondamental est donc :

Théorème 4.1.6. L’ensemble R est complet.

Démonstration. Soit pxnqnPN une suite de Cauchy de R. Cette suite est donc bornée : il existe M ě 0 tel
que pour tout n P N, |xn| ď M . De plus, pxnqnPN est une suite de r´M,M s qui est compact. Par Bolzano-
Weierstrass, on peut extraire une sous-suite convergente pxkpnqqnPN. La proposition 4.1.3 donne la convergence
de toute la suite.

Remarque 4.1.7. On peut démontrer ce résultat sans argument de compacité, en revenant à la propriété de la
borne supérieure. (Il suffit de montrer que yn “ sup

pěn
xp et zn “ inf

pěn
xp sont adjacentes, à faire en exercice).

Exemple 4.1.8. L’ensemble Q n’est pas complet : on peut approcher un irrationnel r P R zQ par une suite
pxnqnPN de rationnels. La suite pxnqnPN est de Cauchy dans R, donc aussi dans Q, mais r R Q, la suite ne
converge donc pas dans Q.

Théorème 4.1.9. Si X est un ensemble et pY, d1q est un espace métrique complet, alors FbpX,Y q muni de la
distance d8 de la convergence uniforme est complet.
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Démonstration. Soit pfnqnPN une suite de Cauchy de pFbpX,Y q, d8q :

p@ε ą 0q pDN P Nq p@m,n ě Nq d8pfn, fmq ă ε.

On fixe x P X. Pour pm,nq P N2, on a

d1pfnpxq, fmpxqq ď d8pfn, fmq.

La suite pfnpxqqnPN est donc de Cauchy dans Y qui est complet. Elle converge vers une limite fpxq P Y . On a
construit f : X Ñ Y . Vérifions que f est bornée. Par définition, si pfnqnPN est de Cauchy, on a avec ε “ 1 :

pDN1 P Nq p@n,m ě N1q d8pfn, fmq ă 1.

Soit y0 P Y . Pour x P X et n ě N1, on a

d1pfnpxq, y0q ď d1pfnpxq, fN1
pxqq ` d1pfN1

pxq, y0q

ď d8pfn, fN1
q ` d8pfN1

, y0q

ă d8pfN1
, y0q ` 1.

On fait tendre n vers `8 :
d1pfpxq, y0q ď d8pfN1 , y0q ` 1.

Ceci est vrai pour tout x P X. On sait que f est bornée et on vérifie que pfnqnPN converge vers f pour d8. Soit
ε ą 0. La suite pfnqnPN est de Cauchy : pDN P Nq p@n,m ě Nq d8pfm, fnq ă ε. Soit x P X. Pour n,m ě N :

d1pfmpxq, fnpxqq ď d8pfm, fnq ă ε.

On fait tendre m vers `8 : d1pfpxq, fnpxqq ď ε. Ceci est vrai pour tout x P X, donc d8pfn, fq ď ε. On a prouvé
que lim

nÑ`8
fn “ f pour d8.

4.2 Propriétés des espaces complets
Proposition 4.2.1. Dans un espace métrique complet pX, dq, un sous-ensemble est complet (avec la métrique
induite) si et seulement si il est fermé.

Démonstration. Soit F une partie de X.
‚ On suppose F fermé. Soit pxnqnPN une suite de Cauchy de pF, dF q. La suite pxnqnPN est alors de Cauchy dans
X qui est complet, donc elle converge vers un ℓ P X. Mais F est fermé, donc ℓ P F d’après la proposition 1.4.9
du chapitre 1.
‚ On utilise à nouveau la proposition 1.4.9 du chapitre 1. Soit pxnqnPN une suite de F qui converge dans X,
vers un ℓ P X. On veut montrer que ℓ P F . On part de l’hypothèse F complet. La suite pxnqnPN est de Cauchy
dans X, donc aussi dans F . L’ensemble F est complet, donc pxnqnPN converge dans F . Par unicité de la limite
(car X est séparé), on en déduit ℓ P F et on conclut que F est fermé.

Corollaire 4.2.2. Si pX, T q est un espace topologique et pY, d1q un espace métrique complet, alors C0
b pX,Y q

muni de d8 est complet.

Démonstration. On a déjà vu que C0
b pX,Y q est un fermé de FbpX,Y q.

Proposition 4.2.3. Soit pX, dq un espace métrique. Une union finie de sous-espaces complets de X est complète.

Démonstration. Soient A1, . . . , Ak des sous-espaces complets de X. Soit pxnqnPN une suite de Cauchy de B “

A1 Y ¨ ¨ ¨ Y Ak, alors l’un des Ai contient une infinité de termes de la suite : en effet, notons pour i P t1, . . . , ku,
Ii :“ tn P N; xn P Aiu. On a alors que I1 Y¨ ¨ ¨YIn “ N qui est infinie, donc il existe i0 tel que Ii0 soit infini. On
peut donc extraire une sous-suite pxkpnqqnPN qui reste dans Ai0 . Ainsi, pxkpnqqnPN est de Cauchy dans Ai0 qui
est complet, donc converge vers un ℓ P Ai0 . D’après la proposition 4.1.3, la suite pxnqnPN elle-même converge
(vers ℓ P B).

Proposition 4.2.4. Tout espace métrique compact est complet.

Démonstration. On suppose pX, dq un espace métrique compact. Soit pxnqnPN une suite de Cauchy. On utilise
la compacité séquentielle. On peut extraire une sous-suite pxkpnqqnPN convergente. Avec la proposition 4.1.3, la
suite pxnqnPN converge aussi.

Proposition 4.2.5. Un produit fini d’espaces métriques complets est complet.
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Démonstration. Soit pX1, δ1q, . . . , pXk, δkq des espaces métriques complets. On munit X “ X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xk de la
distance d8 : si x “ px1, . . . , xkq et y “ py1, . . . , ykq sont dans X, on pose

d8px, yq “ max
iPt1,...,ku

δipxi, yiq.

Soit pxnqnPN une suite de Cauchy de X. On note xn “ pxn1
, . . . , xnk

q. On a par définition : p@ε P Rą0q

pDN P Nq p@n,m ě Nq d8pxn, xmq ă ε. Fixons i P t1, . . . , ku, alors δ1pxni
, xmi

q ď d8pxn, xmq. La suite
pxni

qnPN est de Cauchy dans Xi, qui est complet, donc elle converge vers un yi P Xi. Ainsi, pxnqnPN converge
vers y “ py1, . . . , ykq P X (déjà vu dans la partie « topologie produit »).

Exemple 4.2.6. Ainsi Rn,Cn,MnpRq,MnpCq et leurs parties fermés sont des espaces métriques complets.

4.3 Applications de la complétude
Définition 4.3.1. Soit pX, dq un espace métrique. Une application f : X Ñ X est contractante lorsqu’il existe
un réel α P r0, 1r tel que pour tout px, yq P X2,

dpfpxq, fpyqq ď α ¨ dpx, yq.

Remarque 4.3.2. Si f est contractante, alors elle est continue. En effet, si x P X et ε ą 0, alors pour tout
y P Bpx, εq, on a

dpfpxq, fpyqq ď α ¨ dpx, yq ď αε ă ε.

Théorème 4.3.3 (du point fixe - Picard). Soit pX, dq un espace métrique complet non vide et soit f : X Ñ X
contractante. L’application f admet alors un unique point fixe x P X (i.e. fpxq “ x). De plus, toute suite
récurrente pxnqnPN donnée par x0 P X et xn`1 “ fpxnq, converge vers x.

Démonstration. Unicité : Supposons que x et y soient points fixes de f . Par hypothèse, il existe α P r0, 1r tel
que pour tout pu, vq P X2, dpfpuq, fpvqq ď α ¨ dpu, vq. En particulier, dpx, yq “ dpfpxq, fpyqq ď α ¨ dpx, yq. On
obtient alors p1 ´ αqdpx, yq ď 0 d’où dpx, yq “ 0 et x “ y.
Existence : Soit x0 P X et pxnqnPN la suite récurrente définie pour tout n P N par xn`1 “ fpxnq. On va montrer

que la suite pxnqnPN est de Cauchy. Soient pn,mq P N2 avec m ě n. On a dpxm, xnq ď
m´1
ř

k“n

dpxk`1, xkq avec

donc
dpxk`1, xkq “ dpfpxkq, fpxk´1qq ď α ¨ dpxk, xk´1q.

En itérant, on obtient dpxk`1, xkq ď αkdpx1, x0q. C’est vrai pour tout k ě 0. On en déduit

dpxm, xnq ď

m´1
ÿ

k“n

dpxk`1, xkq ď

m´1
ÿ

k“n

αkdpx1, x0q “
αn ´ αm

1 ´ α
dpx1, x0q.

Finalement, dpxm, xnq ď αn

1´αdpx1, x0q. La suite
`

αn

1´αdpx1, x0q
˘

ně0
est décroissante et converge vers 0 dans R.

Soit ε ą 0. On choisit un N ě 0 tel que αN

1´αdpx1, x0q ă ε. D’après le calcul précédent, si m,n ě N , alors

dpxm, xnq ď
αn

1 ´ α
dpx1, x0q ď

αN

1 ´ α
dpx1, x0q ă ε.

L’espace pX, dq est complet et on vient de vérifier que pxnqnPN est de Cauchy, donc cette suite converge vers un
x P X. On a pour tout n P N, xn`1 “ fpxnq. On fait tendre n vers `8. Comme f est continue en x, on trouve
x “ fpxq.

Définition 4.3.4. Un espace topologique pX, T q est de Baire lorsque pour toute suite pUnqnPN d’ouverts denses
dans X, l’intersection

Ş

nPN

Un est dense.

Remarque 4.3.5. (1) Attention ! L’ensemble
Ş

nPN

Un n’est pas ouvert en général.

(2) Par passage au complémentaire, on a « X est un espace de Baire si et seulement si toute union dénombrable
de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide ».

Exemple 4.3.6. L’ensemble Q muni de la distance usuelle n’est pas de Baire. En effet, Q est dénombrable. Soit
prnqnPN tel que Q “ trn; n P Nu. On prend Un “ Q ztrnu qui est ouvert dense dans Q. Mais

Ş

nPN

Un “ ∅, qui

n’est pas dense.
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Théorème 4.3.7. Les espaces métriques complets sont de Baire.

Démonstration. Soit pX, dq un espace métrique complet. Soit pUnqnPN une suite d’ouverts denses de X. Montrons
que

Ş

nPN

Un est dense. Soit V un ouvert non vide de X. On doit montrer que V X
Ş

nPN

Un ‰ ∅. Tout d’abord,

U0 est dense, donc U0 X V ‰ ∅. On choisit un x0 P U0 X V . Les parties U0 et V sont ouvertes, donc U0 X V
aussi : il existe r0 ą 0 tel que Bpx0, r0q Ă U0 X V . Quitte à réduire r0, on peut demander que la boule fermée
Bpx0, r0q soit contenue dans U0 X V et que r0 ď 1. Par récurrence, on construit une suite pxnqnPN dans X et
une suite prnqnPN de Rą0 telles que rn ď 1

2n et que pour tout n ě 1, la boule fermée Bpxn, rnq soit contenue
dans Bpxn´1, rn´1q X Un. Les points x0 et r0 sont déjà construits. Supposons xn´1 et rn´1 construits pour
n ě 1. L’ouvert Un est dense, donc Un X Bpxn´1, rn´1q ‰ ∅, on choisit xn P Un X Bpxn´1, rn´1q mais comme
Un est ouvert, alors Un X Bpxn´1, rn´1q aussi : il existe rn ą 0 tel que Bpxn, rnq Ă Un X Bpxn´1, rn´1q et on
peut supposer rn ď 1

2n . On a Bpxn, rnq Ă Bpxn´1, rn´1q : les
`

Bpxn, rnq
˘

nPN
forment une suite décroissante. Si

m ě n, alors xm P Bpxn, rnq i.e. dpxm, xnq ď 1
2n . Soit ε ą 0. On choisit N ě 0 tel que 1

2N
ă ε. Pour m,n ě N ,

on a alors
dpxm, xnq ď

1

2n
ď

1

2N
ă ε.

La suite pxnqnPN est de Cauchy dans X qui est complet, elle converge vers un rx P X. On réutilise que pour tout
m ě n, xm P Bpxn, rnq. À n fixé, on fait tendre m vers `8. On a alors rx P Bpxn, rnq car Bpxn, rnq est fermé.
Par construction, Bpxn, rnq Ă Un, donc rx P Un et Bpx0, r0q Ă V , d’où rx P V . Finalement, rx P V X

Ş

nPN

Un qui

est donc non vide.

Lemme 4.3.8. Soit pX, T q un espace de Baire. Soit pFnqnPN une suite de fermés telle que
Ť

nPN

Fn “ X. L’ouvert
Ť

nPN

IntpFnq est alors dense dans X.

Démonstration. L’ensemble
Ť

nPN

IntpFnq est un bien un ouvert comme union d’ouverts. Pour n P N, Fnz IntpFnq

est un fermé, qui est d’intérieur vide : si U est son intérieur, alors U Ă Fnz IntpFnq, donc U Ă Fn et UXIntpFnq “

∅. Mais comme U Ă IntpFnq car U est ouvert, on a forcément U “ ∅. La définition de Baire donne que
Ť

nPN

pFnz IntpFnqq est d’intérieur vide. On veut montrer que Xz
Ť

nPN

IntpFnq est d’intérieur vide. Il suffit de

vérifier que
Xz

ď

nPN

IntpFnq Ă
ď

nPN

pFnz IntpFnqq.

Soit x P Xz
Ť

nPN

IntpFnq. On sait que X “
Ť

nPN

Fn, donc il existe n0 P N tel que x P Fn0
, alors x R

Ť

nPN

IntpFnq,

donc en particulier x R IntpFn0
q. Ainsi,

x P Fn0
z IntpFn0

q Ă
ď

nPN

pFnz IntpFnqq.

Voici une application du théorème de Baire.

Proposition 4.3.9. Soit fn : ra, bs Ñ R une suite d’applications continues avec pa, bq P R2 tel que a ă b. On
suppose que pfnqně0 converge simplement vers f sur ra, bs. L’ensemble des points où f est continue est alors
dense dans ra, bs.

Remarque 4.3.10. Attention ! En général, f n’est pas continue sur ra, bs.

Démonstration. Le segment ra, bs est compact donc complet. Il est donc également de Baire. Soit ε ą 0. Pour
n P N, on pose

Fε,n “ tx P ra, bs; p@m ě nq |fnpxq ´ fmpxq| ă εu.

On remarque que |fnpxq ´ fmpxq| ă ε ô x P pfn ´ fmq´1pr´ε, εsq qui est fermé car fn ´ fm est continue et on a

Fε,n “
č

měn

pfn ´ fmq´1pr´ε, εsq

qui est donc fermé. Vérifions que
Ť

nPN

Fε,n “ ra, bs. Soit x P ra, bs. La suite pfnpxqqnPN est de Cauchy dans R :

il existe N ě 0 tel que pour tout n,m ě N , |fmpxq ´ fnpxq| ă ε. En particulier, x P Fε,N Ă
Ť

nPN

Fε,n. On peut

appliquer le lemme 4.3.8 : Gε “
Ť

nPN

IntpFε,nq est un ouvert dense de ra, bs. On peut ré-appliquer le théorème de
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Baire : G “
Ş

kě1

G1{k est dense dans ra, bs. Il reste à vérifier que si x P G, alors f est continue en x. Soit ε ą 0.

On choisit k ě 1 tel que 1
k ă ε

3 . On a alors x P G1{k “
Ť

nPN

IntpF1{k,nq. Il existe N ě 0 tel que x P IntpF1{k,nq. On

remarque que si y P F1{k,N , alors pour tout m ě N , |fN pyq ´ fmpyq| ď 1
k donc en faisant tendre m vers `8, on

trouve |fN pyq ´ fpyq| ď 1
k . L’application fN est continue en x, donc il existe un voisinage W de x tel que pour

tout y P W , |fN pyq ´fN pxq| ď ε
3 . L’intersection IntpF1{k,N q XW est un voisinage de x. Soit y P IntpF1{k,N q XW .

On a alors
|fpyq ´ fpxq| ď |fpyq ´ fN pyq| ` |fN pyq ´ fN pxq| ` |fN pxq ´ fpxq|

ă
1

k
`

ε

3
`

1

k
ă ε.
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